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ПРЕДВЫЧИСЛЕНИЕ СРЕДНИХ ПО ВЕРТИКАЛИ 

ПОДЛЕДНЫХ ТЕМПЕРАТУР ВОДЫ ПРОТОЧНЫХ ВОДОЕМОВ 

Предложена новая методика предвычисления средних по вертикали подледных 
температур воды для зимнего периода проточных водохранилищ и озер. Расчетные 
значения затабулированы и легко могут быть использованы в инженерных расчетах 
при проектировании и строительстве гидроузлов на за~1ерзающих во.1оемах. 

Широкое •практическое использование естественных водоемов тре
бует всесторон~него изучения и разрабо11ки методов предвычисления 
основных элементов 1их 'режи1ма в различные 'Сезо,ны года. В частности, 
сущес1'венный интерес представляет исследование термического режима 
д.1я осенне-зимнего периода, характеризующегося наличием поверх

ностного и внутриводного льда и шуги, вызывающих наибольшие нару
шения нормальной работы гидроузлов. 

Предвычисление термического режима водоемов для этого периода 
позволяет предвидеть ледовые за11руднения и разрабатывать наибо.1ее 
эффективные меры борьбы ·с ними 1при проек1'ировании и эксплуатации 
гидротех1ничеоких сооружений. Однако вследствие ·сложности ~процесса 
формирования термического режима водоемов и многочисленности 
факторов, его оп,ределяющих , эта ~проблема .до •настоящего времени не 
имеет достаючно ~пол.нога решения. С различной степенью схематизации 
математическая формулировка и решение задачи о расчете темшературы 
воды и1мее1'ся для ~периода осеннего охлаждения 'вод и зи•мнего 1nериода 

при 1н аличии на поверхности воды сп.r10шного ледяного покрова. Что 
1<асается терМ'ичесжого режима для периода ледостава, расчет для .кото

рого дополнительно чрез.вычайно осложняется явления:v~и фазовых 
превращений 'Воды и льда, то постановка этой задачи лишь намечается. 

Анализ 1и~меющегося э1юпериментального материала и расчетов 
показывает, что наличие сплошного ледяного, а затем и снегового 

покровов на ~поверхности •воды 1пр•инци1пиально изменяет условия фор
мирования тем~пературы воды ~подо льдом по сравнению с условиями 

открытой водной поверхности. Рез1кое снижение теплообмена с атмо
сферой через снега-ледяной локро.в обусловливает 'Преобладающее 
в.1ияние на формирование т~пер.атуры воды процесса теллообмена с 
грунтом ложа и mроточ·ности водоемо·в. Это позволяет исключить из 
рассмотрения теплообмен с атмосферой через снега-ледяной покров и 
получить основные закономерности формирования тем1пературы воды 
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для зимнего периода путем .совмес11ного решения задачи о 1раопростра

нении тепла в оистеме вода -ОС'ру.нт ложа. Для непроточн;.1х 'Водоемов, 
т. е . . пrри 011су11ствии .горизонталыного nереноса тепла течения1ми и при 

постоянных значениях тлубины водоема и тер1мических хара•ктеристик 
воды 1и грунта, решения та1кой задачи 'Расомотрены •В работах {l-3]. 

В ·практи1ке инженерных ра•счетов и•опользуются менее строгие, но 
более ~простые •прwближенные методы ра•счета з·имнего хода тем1Перату•ры 
Еоды mод ледя~ным 1пок1ровом, основанные на раздельном решении за

дач о температурном поле 'В ·воде и ~грунте ложа {4, 5]. Основная труд
ность их применения .при отсут.ствии водоемов - аналогов заключает.ся в 

необходи:мос'Ги mредварительного за~щl!Ния хода ~придонных температур 
в течение :всего ·подлежащего ра1счету з·им·него ·Периода. Но и~менно ход 
этих тем1перату1р и является одной из конечных 'Целей расчета, поэтому 
пред1варительное зада1ние его не 1поз1воляет зара•нее дать оценки точно

сти расчетных еоотношений. 
При ·строгой постановке задачи необходи'Мо совместное ра.осмотре

ние термичеокого ·режима 1в ~воде и .в гру·нте ложа водоема. Если nр·и 
этом ограничиться предвычислением средней по вертикали темпера
туры •воды, то расчет1ные ·соо11ношения мож•но лолучить в .просrом и 

удобно1М для практи;це.ских целей 1виде. Для ~непроточных водоемов та•кая 
Уiетоди•ка расчета ~предложена .в :нашей работе ~[б]. Провер.ка этой мето
дики 'Показала, .что она дает результаты, хорошо •Согласующиеся с дан

ными непосред:ственных наблюдений и расчетами по более ·Строгому 
реµ~ению [3] задачи. Обобщение этой методи~ки ра•счета зимнего хода 
средней .по вертикали тем1пературы воды .под ледяным покровом про
.точных водоемов и дается .в настоящей работе. 

Дадим математическую формулиров•ку задачи. Будем расс.ма11ри
вать •водоем ограниченной глубины h и достаточной mр·отяженнос'Ги. 
Начало координат расположи'М на ~поверхности раздела вода-1Jlед, по
ложителыное направление оси х выберем по направ.1ению течения, а 
оси z - вертикально вниз от нижней поверхности льда. Все величины, 
относящиеся к воде, будем снабжать индексом l, а к грунту ложа -
индеюсом 2. 

Примем, что ·раапространение теmла в ~воде осуществляет•ся по вер
тикаJlИ турбулентным ·обменом, а IПО горизонтали течением. Кроме того, 
имеет место выделение тепла q1 1в еди·Н'И~це объема, вследс'rвие диссипа
ции энергии течения и •других 1источни1юв. При этих условиях темпера
турное mоле в воде .можно опи1сать уравнением 

(1) 

тде с 1 , р 1 - теплоем1кость и пло'rность воды, k1 - коэффициент турбу
лентного обмена тепла, v1 - ·скорость течения воды. 

В качестве граничных услО'Бий примем : равенство нулю тем•пераrу
ры на ОС'ранице ·раздела .вода-лед, т. е. t(O, х, т) =0, и ·ра1венство тем·пе
ратур и .потоков тепла на границе раздела вода~!'рунт: 

f1 (h, х, 't) = i2 (h, Х, т); C1P1k1 дti 1 = C2P2k2 дt2 / • (2) 
дz z=fi дz Z=ft 

В началыный момент времени, за который мы примем момент уста
нов.1ения ~на ~поверхности воды сплоШlного ледяного покрова, будем счи
тать известным ра.апределение тем111ературы ВQДЫ no вер'Гикали 

t1 (z, х, О)= / 1 (z, х). (3) 
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Будем .считать ·извест.ным также тем1перату1ру ноды 1в истоке, т. е . 

t1(Z, О, 't') = 'Ф1(Z, 't'). (4) 

Тем1Пературу и тепловой ~поток на ~поверхности грунта будем искать 
из совместнаго решения ура1Внения (1) 1и уравнения теплопроводности 
для гру1нта ложа 

(5) 

с условиями (2), у1словием ограниченности на большой глубине в грун
те и начальным у.слов·ием 

t2 (z, О) = f 2 (z). (6) 

Пр'Именение двойного преобразования Лапласа по переменным х 
и -с n1ринци1п1иально !Позволяет nолучи'Гь общее решение оформул'Ирован
ной задачи. Ра сче-гные формулы для определения 1из1менений по длине 
и хода .во ~времени тем1пературы ·воды ·в этом 1случае mолучаются в виде 

рядов, содержащих рекуррентные интегральные соотношения. Анало
гичный вид имеют расчетные формулы и для средней по вертикали тем
пературы воды проточных водоемов. Вследствие этого общие решения 
без каких-либо дополнительных упрощений мало пригодны для практи
ческого использования. 

Наиболее рас·пространенным упрощением общей ~постановки задачи 
в ~инженерных •ра четах является ~предположение о •Стационарности 

1гем.пературы воды во времени за период продвижения водных масс по 

расче11ному О"Гсеку ~водоема. В этом •случае ·методика расче1а тем1пера
туры ·воды 1по длине !Проточного •водоема .принL1:и·пиально не отличае11ся 

от ме-годики расчета изменен'ИЙ IВО .времени тем1пературы воды непро
точных водоемов . Расче-гные ~соотношения получаю11ся простой заменой 

х 
текущего времени -с на новое -- ( 1В1ремя пробега вод1ны1м1и маосами 

V1 

рас.стояния х) 1и началыного условия при 't=O услоJЗ1ием •ПР'И х=О. 
Для расчета ·изменений 1по длИJне и хода во ·времени средней 1по вер

тикали те:-.11Пературы ~воды мы и~оключим предJположение о •СТаI . .IJионар
ности ее во времени и будем исходить 1из общей mос'Гановки задачи. Для 
этого nроинтегрируем у~раВ1Нение ( 1) 1в .пределах 'Вiсей глубины водоема. 
Тогда для определения средней 1п.о вертикали температуры воды в раз
личные моменты ~времени и на разл:ичшых раостоя·ниях от истока ·с уче

том у•словия (2) получим уравнение 

C1P1h- + C1P1hV1 -- = C2P2k2 - - C1P1k1 - + Q1. дТ - дТ дt2 1 дt1 1 

дт дх дz z=h дz z=O 
(7) 

где ii1 - средняя по вертикали скорость течения, 

h h 

Т (х, -с)=+ S t 1 (z, х, -с) dz; Q1 = 5 q2 (z, х, -с) dz. (8) 

о о 

Учитывая, что на границе раздела .вода-лед nроцеосом ледообра
зования поддерживается •постоя·нно !Нулевая тем·пература, величину теп

лового потока от ~воды ,к этой границе ло аналогии с явления1ми тепло
обмена представим в виде 

- C1P1k1 дti j = - аТ, (9) 
дz z=O 

гJ,е а - коэффициент теплообмена между ~водой 'И льдом. 
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Строго говоря , на границе раздела вода - лед Bl\lecтo (9) необхо 
димо было бы ~написать уравнение ~баланса тепла 1с учетом на растания 
и тая~ния льда. Это потребовало бы 1в •свою очередь решения задачи 
раопределении темюературы в онеголедя.ном покрове, задания тепловых 

характеристик льда и снега и теплового ба.r~анса на поверхности онега. 
Такое усложнение задачи нецелесообразно и вследствие большого коли
чества параметров и исходных да1нных и их с.r~ож~ной изменчивости во 
времени ~может лишь затруднить и .понизить точ1ность •расчетов . 

Для определения теплового пото1ка от грунта ложа водоема вос
пользуеr.t<Ся 1ме11одом, ~предложенным наМJи в [6]. Сущность его заклю
чается •n .следующем. Находится ·решение уравнения (5) с условием (6) 
и заданным ходом тем1пературы на поверхности 1гру.нта. Из этого реше
ния леrко 1находи1'ся выражение для теплового потока на mоверхности 

грунта ложа, которое будет состоять из двух слагаемых: одно из них 
Оl'ражает .влияние начального теплоза1Паса в грунте в момент ле;~,остава, 

второе - влияние тем1пературы 1поверхнос1'и грунта. Для задания вхо
дящей в первое слагаемое функ11Jии f2(z) согласно (6) ~необходимо рас
полагать данными наблюдений тем.пературы на разл~ичных глубинах в 
грунте в момент ледоста·ва или олределять ее расчетным путем. Как 
показано в [6], ес.11и принять в качесТ1ве начальною момента времени 
пр·и •решении ура•внения (5) момент схода льда весной, то при расчете 
теплового ~потока от дна для последующего зимнего периода с достаточ

ной точностью f2(z) можно аппроксимировать средне:-.1Ноголетним зна
чением температуры 8 1пр1идонных слоев воды. Таким образом, первое 
с.'!агаемое •в общем выражении для теп.1ового потока от дна становится 
полностью определенным. Что •касае11ся второго слагаемого, то входящий 
в ~него ход тем1перату~ры ·поверх1ности грунта за предшествующий летний 
период можно ·считать известным из наблюдений придон1ных темпера
тур воды, а для подлежащего расчету зимнего периода можно принять 

его качественно •совпадающим с ходом средней по 1вертикал1И темпера
туры воды, т. е. 

t 2 (h, х, т) = <р (х, т) = µ (х, т) Т (х, т). (10)-

С учетом эт~их соображений и равенства (9) для определения сре.1-
ней по вертикали тем.пературы воды вместо (7) получюf интегродиффе
ренциалыное уравнение 

ат - ат 
C1P1h- + C1PihV1 - = - аТ + Q1 + 

д~: дх 

z' ,-- 't -~--

+ с.,р9 1 / _k_2 {~ +-д- [-z-j' ~<р_(_х_, YJ~)_e_~4k,.,-,(-'t-_1l_>_ d11]}z=O· --v п ..r. дz 2 (т - ri) '/, 
( 11) 

о 

Решение этого уравнения при постоянных значениях входящих в 
него параметров нетрудно 1получ~ить .в ·конечном •виде [7], но ·расчетные 
соотношен·ия пр•и этом оказываЮ'ГСЯ доволыно громоздкими и трудоем

кими при вычислениях тем1Пературы 1воды. Поэтому рассмотрим прибли
женное, но свободное от этих ограничений, решение ( 11). 

Разобьем водоем на ряд участков 1приыерно <: одинаковым 11идро
·логическим режимом. Так как нет оснований ожидать резкого измене
ния температуры воды 1по длине каждоrо отдельного участ•ка, то •В каче

стве первого приближения моЖ'но принять 

T; (x,'t)=Ui(i:)+ Vi(i:)-U;(i:) (х-х;). (12) 
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Функция Ui, характеризующая ход температуры во в·ремени в истоке 
водоема ил1и !Начале i-го участка, я1вляется известной либо по началь
ному условию 1в 'ИiCTOIKe пр·и х=О, либо 1в результате ра~счета хода темпе
ратуры воды •в ~конце i-1 уча1ст,ка. Таким образом, задача ·сводится к 
определению В Ида фуНКЦИИ Vi (т). Далее 1ПредСТаJВИJМ тем1пературу ПО
верхНОСТИ грунта ·в виде ку1сочно-линейной фун1кции, т. е. 

{i) щ (i) 't' -ms . ( l) срi(х,т:)=срт+(срт+1-<рт) , ms<т< т+ s, ( 13) 
s 

г,.:~е s - постоянный ·интервал ~времени, равный s=тv -'t\'-1. Под:став1им 
выражения (12} и ·(13) ,в ура1в1нение (11) 'И проинтегрируем послеД1Нее 
по .времени !В 1п·ределах интервала s и ·разделим ·На s. Тогда ~после не
сложных ~преобразований окончатель'Ное расчетное выражение для 
определения хода во времени температуры воды для i-го учас11ка во
доема лолучим ·в ~виде 

rде 

т~v) = Mi") т~v-1) + 4с2 Р2 -. / k2 r2 82 (у; - v v - 1) + 
ЗN(vJ V ns _ 2 

' 
'\1-1 

+ ~ rr/i)ф(v)] + 
~ 't'tn ni,v 

111=0 

С1 Р1 /i~.v) v ii) 
(х - xi) N~") 

Q('\I) [/(") + _l_i -

' N!'') • 
' 

(} - lf 3 v- v-Фо" = V v3 
- 2 v ( v - 1 )3 + 2 ( v - ' ' - 1), 

Ф~~) = 3 ]l(v-m)3-3 V(v-m -1)3 + V(v-m -2)3 

- Vtv-m + 1)3
, 

'\IS s Ui(т:)dт:. 
(v-l)s 

( 14) 

( 15) 

( 16) 

( 17) 

( 18) 

( 19) 

При 1выводе (14) было 1иопользовано также пр1иближенное соот•ношение 

s ~
':s т(v) + т\\>- 1) 

Тi(х,т:)dт:~ ' ' • 
2 

(20) 
(v-J)s 

Полученное 'Выраже~ние (14) определяет •сре.д<нюю по вертикали 
температуру воды в моменты времени т=vs в зависимости от ее значе

ний ~в ~предшествующие .моменты 'ВреJМени. Последовательное tПримене
ние (14) и •позволяет предвыч,ислять ход 1во ·времени •средней по 1верти
I<али 'Воды 1J1роточ1ных водоемов ша любом раостоянии от 'Истока i 
участка водоема, что и ·придает этому ·соотношению необходимый n~ро
гностичесJ<ИЙ характер. 

Сравнение ~полученного решения 1с ·решением ;[6] для средней темпе
ратуры ~воды ·непроточных 1водоемов показывает, что влияние про11оч-
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ности проявляется в появлении д~вух 'Последних .слагаемых в ( 14) и 
С1 P1h!v) v\v) 

ДОПОЛ'IIJИТелыного слагаемого ' ' в выражениях для м<v) и N(vJ 
Х--Х; t l • 

Исходя из этого можно получить приближенную .количес'Лвенную оцен
ку 'Величин окоростей течения •В водоеме, ·при ~которых 1мож1но пренебречь 

влия1нием ~проточности. Если з•начения х, v\~> и h!V) таковы, что вели-
h(v) -(v)/ " " 

чина С1 Р1 ; V1; х - Х; оказывается малои по сравнению с величинон 

коэффициента теплообмена a~v)' а величины С1 Р1 h\v> v\i) ТJ~.v>; (X-x;J·N\v) 

малы по сравнению с остальными слагаемыми выражен11я ( 14), то по
следнее переходит в соответствующее выражение для средней по вер

тикали температуры воды непроточных водоемов. Таким образом, полу
ченное решение позволяет проводить приближенный количественный 
анализ основных гидрологических факторов, определяющих формиро
вание температуры воды под ледяным покровом водоемов различной 

глубины и проточности. 

Праю1ическое п•рименение .предлагаемой методики ра•счета 1сред~ней 
по вертккали температуры ~воды •проточных водоемов аналог.ично .осют

ветс1'вующей 'Методике для непроточных водоемов [6]. Фу1нкuия Ф~~) 
легко табулируется, и лосколыку она не зависит от характерис'!'ик ~во
доема, то од1нажды 1соста1вленная таблица значений этой фунКiщии 
являе'!'ся универсальной. Такая таблица да1на 1в ~[б] для У=35, что лозво
ляет •раосчитывать 1пол~ный ход зим'Н'их теМ"ператур воды ·С .интервалом 
линейной интер1по.r~яции, равным 10 суl'кам. После разбивки водоема на 
однородные .по •овоим гидрологическим условиям участ.к•и, задания па·ра

:11етров и исходных данных, расчет температуры воды для любого из 

этих участков с иопользованием таблицы з~на~чений фун1щии Ф~J не 
представляет каких-либо затруд'нений и легко может •быть стандарти
зирован. 
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