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К РЕШЕНИЮ УРАВНЕНИЯ ДЕГРАДАЦИИ ЭНЕРГИИ 

у-ИЗЛУЧЕНИЯ 

Обсуждаются численные методы решения интегрального уравнення рассеяния 
у-квантов. Предлагается новый метод решения этого уравнения и указывае-гся на ряд 
преимуществ его по сравнению с обычно применяемыми методами. 

Нахождение не занисящей от пространс11Венных и угловых коорди
нат спектральной пло11нос'Ги многократно-рассея1нных у-квантов сво
дится к решению следующего интегрального уравнения типа Воль
терра {!]: 

л. 

µ (Л) / (Л) S k (Л, Л') / (Л') dЛ' + s (Л). (1) 
Л.о 

В этом уравнении Л. ес'Гь длина волны к1ванта, / (Л.) - •опектральная 
пло'Гность, µ(Л) - ли1нейный коэффициент ослабления у-излучения в 
данной среде, s(Л) - ПЛО'ГНОСТЬ 'ИСТОЧНИ•КОВ (s(Л) ~О), ll.{)>0 - нижняя 
грань множества точек, для ~которых s{Л.) >0. Функция k(Л., Л'), ~пропор
циональная дифференциальному 1сечешию ком1птоновского рассеяния 
для кванта с длиной ,волны Л.', определяется формулой ( 1): 

k (Л, Л') = пг~пв (Л.- Л') в (Л' - Л + 2) (Л'/Л)2 [Л/Л' + Л'/Л-
- 2 (Л.-Л') + (Л - Л')2 ], (2) 

где 2 в(х) = 11 +х-1 JxJ, ro - классичеС'КIИЙ радиус электрона, п - элек
троwная mлотность ·среды. 

Уравнение (1) обычно решается (1, 2] []утем приближенной замены 
интеграла в '11равой части неко'Горой ~суммой, •в результате чего значе
ния / (А.) в последоватеJJьных точках 1.о, ~-1 • .• Aj ... можно определить по 
формулам 

1 (Л0) = [µ (Л.о)J-1 s (Л0), (3) 

"У-1 

1 (Л.) = [µ (Л.j) - с11 k (Л1 , Л5)]- 1 
[ [ c;1k (Л.1 , Л;) 1 (Л;) + s (Л.,)]. 

i=O 

где C;j - некоторые •коэффициенты, значения 11<оторых за•висят от выбо
ра 11<1вадратурной формулы. 
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Пусть / (Л.j) получается ~после численного интегрирования с ша
гом hj. Тогда должно выполняться неравенство Л.j-Aj-l ~hj, т. е. частота 
следования точек Ло, Л1, ... Л.j, ... определяется той точностью, с кото1юi1 
в этих тачках требуеl'ся ~вычислить значения ! (Л.). Если 1'ребуемая точ
ность изменена так, что надо, на1при1мер, все hj уменьшить в а раз, то 
количество ~вычислений :возрастет .при этом ~примерно в а2 раз. Пусть 
1 (Л,) надо 1вычислить на отрезке длиной, во много раз большей д'вух. Так 
как числа hj должны быть, как это следует из (2), 110 крайней мере 
~rеньше двух, то вычи•сления по формулам (3) •становятся в этом слу
чае чрезмерно длинными. Эти1м неудобством не обладают итерационные 
методы ·решения уравнения ( l), ,в которых ~каждое ~приближение J<n> (Л.) 
получае1'СЯ из предыдущего mутем действия некоторого интегрального 
оператора. В этих методах J<n>(Л.) может вычисляться по данной функ
ции J<n- 1 >(Л.) 'В любом поря~ке в ряде точек Л ;0 , Л;,, ... , Л.;k ... ,следующих 

с частотой, наиболее удобной для интерполирования. Пусть эти iВЫчис
~~ения ·состоят в численном интегрировании .с шагом hik. Тогда при 

уменьшении всех hik в а раз количество вычисленю"r возрастает тоже 
примерно •В а раз. Расчеты по этим методам становятся слишком длин
ными, если для достижеН1ия зада.иной точности требуе11ся большое коли
чеС'J\ВО итераций. 

Для различных 111риложений представляет интерес нахождение 
серии решений уравнения ( l), соотве'Гствующих различным µ {Л) /п и s (Л). 
Применение •итерациО1нных :методов в этом 1случае оказывае11ся особенно 
эффективным, так как решение, известное для одного из вариантов 
такой задачи, может быть выбрано в качестве нулевого приближения 
при нахождении решения для другого варианта, близкого к первому . 
Наоборот, 1при расчетах 1ПО формулам (3) решения для каждого из ·Ва
риантов пос1'авленной задачи могут ~находиться лишь независимо друг 
от друга. 

Рассмотрим •сначала на одном .примере метод итераций, в котором 

каждое лоследующее приближение /<n> (Л.) получает,ся из предыдущего 
по формуле 

А. 

(4) j{n ) (Л.) = [µ {Л.)]-1 [J К. (Л., Л.') j{n-1) (Л.') dЛ.' + s {Л)]· 

"'· . 
На ри1с. l ·оплошными кр1ивым·и изображены 1спектралыные п.тютности 
<рv(Л)-квантов, испыта·вших хотя бы одно рассеяние: 

<pv {Л.) = f v {Л.) -- [µv {Л.)J-l S {Л.) (5) 

в различных ~поглощающих и ра~осеивающих 1оредах, раосч·итанные п о 

формулам (3) и (5) в {l]. Здесь v= 1, 2, 3- индексы, заменяющие сим
волы А!, Fe, РЬ. Первоначальная энергия кван'1ов 1в эrом примере равна 
l Мэв для ·всех квантов, 1что соо1'вето;вует длине вол1ны Ло , равной 0,51. 
Поэтому s{Л) определяется формулой 

s (Л.) = б (Л. - Л0). \6) 
-(1) -(п) -(п) -1 

Точечным1и кривыми изображены функции CfJv (Л.) (<pv = lv - !1v s), 
а ·пунктирными ;~2> {Л.) •в 1соо11ветст.вующих •средах. В 1Качест.ве нулевых 

-(О) - (1) -(2) 
приближений CfJv {Л) при вычислении <р v и <pv были взяты функции 
av<pv-1 где av - некоторые постоянные. Последние выбирались таi<, 

' -~ 1 
чтобы •при Л=Л.о выполнялось равен1ство <pv (А.о) =<pv {А.о). Из уравне-
ния ( 1) и соотношений (5) ·и (6) 1вытекает равенслю 

<pv (Ло) = К.v (Ло, Ло) [µv (Ло)J-2 • 
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Поэтому av равны Kv (Ло, Ло) (µv-1 (Ло)]2/К v-1 · (Ло, Л.0 ) [µv (Ло)]2. Индекс 
нуль относится к случаю чисто комптоновского рассеивания, для кото-

оо 

рого ~to (Л) ра·вно J Ко (Л', Л) d!./. Функция <ро (Л), рассчитанная 1в {1] по 
л 

фор1мул ам {3], {5] и ·выраженная 1в 1произ·волыных единицах, представлена 
сплошной I«ривой на рис. 2. -

Приведенный ~при.мер показывает, Ч1'О, если в качес11ве нулевого 
приближения не выбирается фун~кц·ия, достаточно близкая к ·искомой, 
для ~п олучения удовле'Гворительной точности метод, основанный •на 
и•спол ьзовании форч•лулы {4], требует ~слишком большого .количес'J)ва ите
раций. 

ПоэтоУiу в данной работе -предлагается другой итерационный ~метод, 
удобный для нахождения у~казан~ной сери~и решений, обладающий более 
быс'Грой •сходимостью по 1сра·внению ·с п:риведен.ным выше методом. Для 
вывода основных формул введем в раrосмо11рение функции q(Л) и х(Л) , 
оnределяеУiые соотношениями: 

л 00 

q(Л) = _\ dЛ'/(Л') S К(Л.", Л')dЛ" , (7) 
л. л 

х(Л) = [<р(Л)J-1 q(Л). (8) 

Из ур авнения ( 1) и ·соотношения (7) •следует, что q (Л) ~связана с / (Л) 
еще од1ним соотношение:-.с 

л 

q(Л) = J!s(Л')--r(Л')/(Л')}dЛ', 

"· 
00 

где ~-(Л) =µ(Л)-r К(Л', Л)dЛ'. 
;.. 

(9) 

После дифференцирования обеих 1частей уравнения (9) и исключе
ния из полученного уравнения и соотношения (8) функций ер(Л.) и / (Л) 
получается уравнение 

q' + -rx- 1q = t, 10) 

где t= (1-µ- 1-r)s. Решение ур авнения (10) при фиксированной функции 
х(Л) и 'При начальном условии q (Ло) =0 имеет вид 

л л 

q (Л) = _\ dЛ.'t (Л') ехр {- S -r (Л") [х (Л")J-1 dЛ"} · ( 11) 

'·• л· 

С помощью (8) и ( 11) можно выразить ер (Л) через х (Л). Получаемое 
~ри этом уравнение вместе с вытекающим из (7), (8) уравнением 

л 00 

х(Л) = [ер(Л)J-1 j' dЛ'/(Л') S К(Л.11 , Л')dЛ'' 
Ло Л 

образует систеУiу двух нелинейных интегральных уравнений с дву~1я 
неизвестными функция1ми ер (Л) и х (Л), ~каждое из которых -разрешено 
относительно одного из неизвесl'ных. Та1кую ·систему можно решать ме
тодом итераций. Формулы для !Последовательных приближений имеют 
ВИД 
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А. 

x<nJ(Л,) = [qfnJ(Л,)J-1 J dЛ,' {qJ<nJ( Л,') + [µ(Л.')J - ls(Л,') } s К(Л.", Л,')dЛ.", 
~ А 

А. А. 

qJ<n+IJ (Л.) = [x<nJ (Л)J-1 J dЛ.'t (Л') ехр {-J 't (Л.") [x<nJ (Л.")J-1 dЛ" }· 
Ао А' 

( 12) 

Каждая из функций qJ <nJ (Л) нормирована так же, как и qJ (Л.): 
00 00 00 

S 't (Л) qJ(nJ (Л) dЛ. = S 't (Л) qJ (Л.) dЛ. = s t (Л.) dЛ,. 
At Ла А.о 

При s(Л.) =б(Л-Ло) ВЬ\lполняется равенпво 

(jJ(n) (Ло) = (jJ (Ло) = К (Л.о, Ло) [µ (Ло)J - 2 • 

Если 111ри Л~ Ло+2 .выполняе'I'ся неравен.ст.во /c:p(Л.')/qJ(Л.)-I/« l, в об
ласти изменения 1переменных Л и Л', определяемой неравенствами 
Л-2~Л'< Л., qJ(nJ (Л) и <р(Л) ·.совпадают с ТО'Ч'Ностью до множителя про-
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Рис. l Рис . 3 

порциональности с решением, не .зависящим от лространс11венных коор

динат уравнения возраста у-1квантов [3]. 
Видимо, трудно дать достаточно строгое рассмотрение та.ких во

просов, ~как равносильность системы ура.внений (7), (8), ( 11) у.ра~вне.
нию ( 1), характер и быстрота сходимости после-?-овательности фу~нкц~::~ 
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срс"J(Л) и x<nJp,), степень произвола в .выборе нулевого приближения 
cp<0J (Л). Проведем rпроверку ра~ботоспособности метода на некотор ых 
час1'ных rпримерах. Ра•оомо11рим случай тех же 1оред и тех же начальных 
услО1вий, что и в 1пр·и1веденном выше .п:римере (рис. 1-2). Пусть 
ср~J-п-1кое mриближение, определяемое формула1ми ( 12), для среды v 
и пусть нулевое 1прибл:ижение выбирае1'ся так же, каrк в [1риведеннqм 
выше ~примере, иллюсl'ри~рующем формулу ( 4). Р асчет !Показывает, что 

все ср~1 > (v= 1, 2, 3) 1сов·падают в пределах 5%-ной проч1ности с epv. Поэто
му 1ни:как•их дополнительных линий, изображающих ер~'>, на ри·с. 1 не 
проведено. Кроме тоf\о, расчет 1По1казывает, что ер~1 > •Совпадает в пределах 
той же точности с ер3 , даже если ·в 1Ка1чес1'ве ер ~0> выбирае11ся еро (Л). 

На ри1с. 2 изображены ерь1 > (то:чечная кр•и1вая) и epci2> (~пунктирная кривая ) 
в случае, ее.Ли ep~J = 1. 

На 1рис. 3 iПредставлена входящая в подынтегральные выражения 
00 

формул (7), (12) фу~нктция L(Л, Л'), раrвная (лr~п)- 1 J К("л", Л')dЛ", 
J.. 

в зависимости от Л', 1Пр·и различных значениях Л-Л', указанных 1против 
кривых. . 

Предложенный метод допу1окает 1по крайней мере одно обобщение, 
основанное на том, что •в результате !Применения некоторого л·и1нейного 
интегральною преобразования к обеим частям ураrвнения ( 1) для пре
образованной фующии /'Л тюлучае11ся ураннение того же типа, что и ( 1), 
но с .преобразо1ваН1ньuм ядром К' (Л, Л') •и 1пло11ностью s' (Л). К получен
ному уравнению можно применить процедуру, содержащуюся в форму

лах (7)- ( 12), т. е. ввести функции q' (Л), .-' (Л) и х' (Л) и вычислять по
следовательные приближения ер n' (Л) и х (п) (Л) . Однако трудно сказать, 
какое из ~преобразований сулит .ма~симальные удобств а для вычис
лени~. 
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