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Получены уравнения, описывающие нестационарные процессы в двухфотонном 
лазере. В приближении заданного поля выведены условия самовозбуждения такой 
системы. Показано, что при метастабильном втором рабочем уровне можно возбуж
дать поле Е1 разностной частоты w1 даже в отсутствии начальной инверсной разности 
населенностей, если поле Е2 от внешнего когерентного источника больше некоторой 
пороговой величины. Исследуется стационарный режим и его устойчивость. 

Новый интенсивный источник света, механизм работы которого 
основан на явлении двухфотонных квантовых переходов, бы.1 предло
жен А. М. Прохоровым и А. Селиваненко. Позднее об аналогичном 
двухфотонном лазере сообщалось в работах [1, 2]. 

Лазер состоит из резонатора с двумя собственными частотами u.:11 

и cu2, в который помещается активное вещество с начальной инверсной 
• о м . 

разностью населенностеи 21. ежду частотами резонатора и частотои 

рабочего перехода w21 выполняется соотно-

шение w1+w2=W21 (рис. 1). Чтобы предот- J---.-------
вратить возбуждение системы на частоте 
w21 , надо обеспечить низкую отражательную 
способность зеркал резонатора на этой ча-
стоте, или сильное паразитное поглощение 

в лазерном материале вблизи W21, или по
добрать такое активное вещество, чтобы 
переход 2-+ 1 был совсем запрещен для 
одноквантового процесса . 

В работе {3] показано, что вероятность Рис. 11. Схема энергетических 
уровней 

двухфотонного процесса на световых часто-

тах под действием поля на частоте w2 ста-

новится достаточно большой, так что при выполнении опре,J.еленных 
условий система может возбудиться на разностной частоте w1. 

В настоящей статье исследуются условия возбуждения поля Е1 в 
приближении заданного поля Е2 . Изучается стационарный режим та
кого лазера и его устойчивость. В Приложении дан вывод уравнений, 
описывающих нестационарные процессы в двухфотонном лазере. Эти 
уравнения получены независимо от работ [4, 5]. 
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Приближение заданного поля 

Поле Е2 частоты w2 задается постоянным от внешнего источника. 
Считаем, что второй рабочий уровень является метастабильным и что 
неравенство (25) из Приложения выполнено. В этом случае систе .\1а 
уравнений (23), описывающая нестационарные процессы в двухфотон
ном лазере, преобразуется (уравнения для амплитуды Е2 и фазы <р2 
исключаются): 

где 

dРз Рз 2Р12 Е Е N ф -- = -----а 1 2 21Sin , 
dt Т12 h 

d~i = -- 6 1Е1 - 4np12w1aE2Pз sin Ф, 

' dФ Л N 2Р12 Е1Е2 N ф 4 Е2 р ф - = + 8 21 - -- а -- 21 cos - лр12аw1 -- 3 c.os , 
dt h Рз Е1 

Ф = <р1 - 'l\J, Л :..= Лw-2лw1С, 

Р~2 
8 = 2ЛW21D + 2лw1 --• 

h(J}2 

(1) 

Уравнения стационарного движения --3 
= --

1 
= - = --

21
- = О (

dP dE dФ dN ) 
dt dt dt dt 

допускают следующие решения: 

Р; = Е; = 0, 

tЛ + ,;N;1) Т12 ctgФ' = - ---~2~--------
8л:Р12 , 

1+ h (J}1 Т1~ (aE2)2N 21 sin2 Ф 

, Ng 1 + 2АТ1Е~ 
N21 = ----~-

1+2ВТ1Е~ 

Р; = - 2Р12 T12aE2E~N;1 sin Ф", 
li 

Е"2 = 
1 

ctgФ" = -(Л +,;N;, )T, 

где Т = Т12 (1 + 61Т12)-1, Q1 = ~ - добротность резонатора. 
261 
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При выводе выражений (2)' считали, что выполняется неравенство (25), 
т. е. при Р~2 ~ l0- 4°CGS&' , Q, ~ 107 , Т12 ~ 10- 10 сек, ffi1 , ffi 2 ~ 1013 ceк-1Ng 1 
должно быть « 1025 см-3 . Если N~1« 1021 см-3 (РJз• p23 ~10--18CGS&'), то 

. " . 2 
можно пренебречь членом 2BN21 в знаменателе для Е; (12). 

Условия возбужд~ния 

Решение (2) определяет состояние равновесия системы . Состояние 
равновесия является устойчивым всюду, кроме области расстроек Л: 

' • ( 16лр~2 •. , , 
N21!5T12 - v л Q1T12 (аЕ2)- N21 - 1 < ЛТ12 < - N 21!5T12 + 

(3) 

где N;1 - равновесная разность населенностей. 

Стационарный режим 

Решение (2') описывает стационарный режим двухфотонного ла
зера. Резонансная кривая возбуждения поля Е1 имеет вид 

Е;2 

1 

1 [№- а1 (Ь1 -ЛТ ± V Ь~ - 2Ь1ЛТ- l)], (4) 

т1 (- - 2А) 
лliQ1 

где 

№ = Ng1 + 2АТ1Е~. 

Возбуждение поля с частотой ffi1 имеет место внутри конечной области 
. 2 

расстроек Л. Границы этой области определяются из условия Е 1 =0 

Л1 <Л< Л!, 

-1. (5) 

Illир ина основания резонансной кривой 

V
-2-b-iN_

0 
__ 

Т(Л2 -Л1 ) = 2 1. 
G1 

(6) 

Сравнивая выражения (3) и (5), (6), нетрудно видеть, что внутри об
ласти расстроек Л1<Л<Л2 положение равновесия 2 неустоичиво и 
имеет место возбуждение поля Е1, резонансная кривая которого описы
вается формулой (4) . 

Д.1я существования области возбуждения поля Е 1 необходимо, что
бы подкоренное выражение в (5) было больше нуля: 

-l > O. (7) 
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Неравенство (7) для А>О выполняется, если поле внешнего источни
ка Е2 больше некоторой пороговой веJ1ичины 

Е2 - ( b2Ng1 - а2) + V (b2Ng1 - а2)2 + 4АТ1 Ь2 
2 >----------------- (8) 

Ef 

4АТ1Ь2 

где 

Как видно из (8), возбуждение 
поля Е 1 происходит и в случае на
чальной разности населенностей 

N21°=0. Поле Е2 при этом должно 
удовлетворять условию 

-----
2 2 а2 + V а~+ 4АТ1Ь2 

E2>E2nop = --------
4АЬ2 Т1 

Рис. 2. Резонансные кривые возбужде
ния поля Е1 под действием поля Е ре
зонансной частоты ffi2. Е1122>Е122 • Кривые 

Возможность возбуждения поля 
Е 1 в этом случае объясняется тем, 
что при величине поля Е2>Е2пор 
рабочие уровни оказываются 1rнвер
гированными· 

построены для случая 8 >0 

Если А <О, то возбуждение 
разности населенностей 

наблюдается только при начальной 

и для значений поля Е2 , удовлетворяющих условию 

(b2Ng1 - а2) - V (bzNg1 - а2)2 - 41А1 Т1 Ь2 2 
-------------<Ь < 

41А1 Т1Ь2 -

< _JЬ2Ng 1 - а2) + V~Ng1 -а2)2 - 4 \А\ Т1Ь2 • 

41А1 Т1Ь2 

Резонансные кривые для поля Е 1 изображены на рис. 2. Наклон кри
вых в ту или другую сторону, а также смещение их по оси Л , опреде
ляется знаком величины&. При &>О резонансные кривые наклонены 
вправо, при &<О - влево; при & >0 происходит смещение резонансных 
кривых влево по оси абсцисс, а при &<О - вправо. Резон ансные кри· 
вые напоминают кривые параметрического возбуждения для реактнв· 
ной нелинейности. 

Правая граница (для &>О) области существования стационарной 
амплитуды Е 1" определяется формулой 

ь2-1 
ТЛз = __ 1 __ 

2Ь1 

Максимальная амплитуда поля Е1 достигается при 

1 
тл = --

max 2Ь1 
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и равна 

№-~ 
E~max = -----2-bi __ 

Т1 ( л~Q1 -2А) 
(9) 

Устойчивость стационарных колебаний 

При исследовании устойчивости ·Стационарных колебан·ий (2', l) ис
пользовался метод, предложенный в работе [6]. 

Укороченные уравнения ( 1), описывающие неустановивШиеся про
цессы в системе, не являются равноценными. Лравые части уравнений 
для Р3 и Ф по абсолютной величине значительно больше правых ча~тей 
для Е1 и N2 1. Это позволяет внести в укороченные уравнения малые 
параметры 

µ1 = б1Т12. µ2 = ..!i_. 
Т1 

Неравноценность укороченных уравнений означает, что при нарушении 
стационарного режима сначала идет установление по «быстрым» пере
менным Р3 и Ф (в это время «медленные» переменные Е1 и N21 можно 
считать неизмененными и равными начальным значениям), а затем 
«медленное» установление по Е 1 и N2 1 («быстрые» переменные теперь 
квазистатически следят за «медленными»). Устойчивость по быстрым 
переменным определяется условиями 

_д с~)+-д (~)<о 
дР3 dt дФ dt ' 

д~з ( d;з ) . д~ ( d; )- ~ ( d;з ) . д~з ( ~; ) >О, 
которые всегда выполняются . По «быстрым» переменным система 
устойчива. 

Для описания медленных движений имеем систему уравнений 

о Рз 2Р12 Е Е N . Ф = - -- - -- а i 2 21 sm , 
Т12 h 

Устойчивость по переменным Е1 и N2 1 определяется условиями 

_д _ _ ( dE1 ) + _д_ f dN21 )' < О, 
дЕ1 dt дN21 \ dt 

_д (_.!!§___) . _д_( dN21 )-_д_ ( __§__ ) . _д ( dN21 ) О 
дЕ1 dt . дN21 dt дN21 \ dt дЕ1 dt > . 

6* 

(10) 
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Подставляя в соотношения (10) стационарные значения для N21 " и Ei'' 
из (2'), получим, что устойчивость по «медленньrм» переменным наблю
дается только для верхней ветви АВ резонансной кривой (4) (со зна
ком «м1шус»). Другая ветвь ВС (знак «плюс» ) неустойчива. Положения 
равновесия на верхней ветви резонансной кривой АВ являются устой
чивыми узлами или фокусами в зависимости от величины поля Е2 ; на 

нижней ветви ВС они являются «седлами». Оценим величины Е2 и Ng 1 
необходимые для возбуждения поля Е,. Пусть кристалл рубина с раз

ностью населенностей мg, (Р13 • Р2з ~ l0- 18 CGSE; Р12 ~ I0-2° CGSE; W31 + 
+ Wз2""' 108 сек-1 ; Т1 2 =Т2з=Т13~10-10 сек; ffiзt =2,5 · 1015 сек-1 ; ffi 21 = 1,8 х 
х 1015 сек-1), помещенный в резонатор с добротностью Q 1 =107на частоте 
ffii=l.2-10 15 сек- 1 , облу4ается полем Е2 частоты ffi 2=0.6·10 15 (от неви
димого лазера). При заданных параметрах неравенства (18), (24) и 

(25) выполняются вплоть до полей Е2 « 101° CGSE и мg 1 « 1021 см-3. 
Если начальная разность населенностей N~, =2· 10 19 см-3 и Т 1 =3 Х 
Х 10-3 сек, то для возбуждения поля разностной частоты ffii когерент-

2 
ная накачка Е2 (формула (8)) должна быть больше 7·103 CGSE. При 
Ng, =0 также можно возбудить систему на частоте w1, если Е~ >Е~пор = 

2 о 
=2· ю~ CGSE. Если Е2=104 CGSE и N21=2·10 19 см-3 , то для Е 1 маt,с" 
на ~"щенного по формуле (9), получим величину порядка 8 ед. CGSE. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

ВЫВОД ОСНОВНЫХ УРАВНЕНИЙ. При анализе процесс~в в двухфотонном 

ла;~ере исходим из уравнений движения для матрицы плотности р и уравнений для 
полей et и е2 в резонаторе с двумя собственными частотами ffi1 и ffi 2 : 

\ 

l: (W kmPkk - W mkPmт), 
dpm" i ..-~ ~~ k 
~ + h (llp - рН)тп = Ртп 

---
Ттп 

m=n, 

( 11) 

т =/= п, 

d2 de, 2 d2p (ffi 1 , ffi2) --+ 2б -- + (!) е = - 4л , r = 1. 2. 
d/2 Г df гГ d/2 

(12) 

Гамильтониан системы Н = Й0 + Й' состоит из невозмущенной части Н0 и опера--- .:;--), 
тора энергйи дипольного взанмодействия Н' = - ре вещества с полем е = е1 + ез = 
= E1eiroit + E2eiro,t +к. с. W т.Ч - вероятность перехода с уровня т на у·ровень k (в оп
тическом диапазоне W mk ~ 1'7 km• если m>k). Т тп - время релаксации соответствующего 
недиагонального элемента для матрицы плотности (Т тп = Т тп)· б, - затухание в резо
наторе на частоте ffiг (r = 1, 2). Поляризация в системе на чacrorax ffi1 и ffi2, обуслов
леннdя взаимодействие~~ полеi'1 е1 и е2 с веществом, определяется уравнением 

Р (ffi1, ffi2) = ~ (Р2тРт2 + Р1тРт1) +К.С. 
т 

(13) 

Для простоты рассматриваем трехуровневую систему, считая при этом выполненным 

условие 

(14) 

Это допущение не нмеет принципиального значення, но значительно упрощает расчеты. 
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· Матрицу дипольного момента считаем симметричной с равными нулю днагон.аль
ными элементами. Отметим также, что в оптическом диапазоне при всех практически 
достижимых полях ~выполняются условия 

PrmE « !. (15) 

Накачку системы учитываем в W1 з. 
В системе присутствуют только поля с частотами (!) 1 и (!)2, далекими от частот 

(!)31 и (J)з2. Поэтому в исходных уравнениях ( 11) можно пренебречь производнымv. 

dр1з dp;I . dp23 dp;2 . 
-----;и- = ~ = l(J)rP1З• -----;и- = -;и-- = l(J)rP2з· 

Совместное решение четырех алгебраичес«их уравнений позволяет выразить матри<:

ные элементы Р1з = р; 1 и Р2з = Р;2 через Р12. Р21 и Nmn = Ртт - Рпп: 

Ртз = ie [ kпз (Р;пзNзт - РпзРтп) + _hi Ртп (РпзNзп - РтзРпт) е]' (16) 
hk111зk"з 

где 

• 1 
т, n = 1, 2; k171 з = k3111 

= --i(J)зm+ --. 
, Ттз 

Оставшиеся уравнения системы ( 11) с учетом соотношений ( 14)-( 16) принимают вид 

dp12 + (-1,- - Ш21) Р12 = + Р12 (1 + ае) eN21• 
dt Т12 J.1 

dN21 J 1 --+ - (W1 з + 2\1721 + L) N21 - - (W1з - 2W21 + М) N0 = & 2 2 

= ~ Р12 (! + ае) е (Р12 - Р21) + (ivз2 - Wз1 + W21 _ _!__ W1з-
2

3 L) Рзз, (17) . h 2 

dp3a 1 1 (' 1 3 ) --= -- -(\11'1з + М) N 21 +-(W1з + L) No - WJ1 + Wз2 + -
2 

W1з + -
2 

L Рзз . 
dt 2 2 '-" 

Здесь 

а = 
Р1з P~z 

fi.(J)з1 Pi:: 

2е2 

L = --
•2 2 
rL (1)31 

1 1 е2 

-,- = -т-+ -.-2 -2-
TJ 2 12 " (!)31 . 

2е2 Р13 

( 

2 

М = л2 (!)~ 1 Т1з 

При выводе уравнений ( 17) использовали следующие соотношения: Рн + Р22+ 
+рз3 =N0 и N21 =p22-p 11 ; N0 - число активных частиц в 1 с,и3 рабочего вещества. 

d?2з 
Как показано 1В работе [5], производной -- в последнем уравнении системы 

dt 
( 17) можно пренебречь, если выполняются неравенства 

(18) 

Тогда имеем 

(19) 
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С учетом соотношения ( 19) первые два уравнения системы ( 17) принимают вид 

где 

dpa 
---=-

dt 

\\731 + W32 
Т1 = ·, 

W13 \\7~2 + W21 (W31 + W32) 

2 
А=--------

ft2 (J)~ 1 (W 31 + W з2) 

2 
В =--------

/i2(J)~ 1 (W 31 + W 32) 

Выражение (13) для ~поляризации p((J) 1, (J)2) ic учетом соотношений ( 16) и ( 19) преоб
разуется к виду 

где 

Р7з + Р~з 
С= N0 , 

/i(J)з1 
(21) 

Уравнения (12), (20) и (21) при ~выполнении условий (14), (15) и (18) полностью 
описывают нестационарные процессы в двухфотонном лазере. 

Последнее слагаемое в (21) учитывает изменение собственной частоты резонатора 
при внесении в него активного вещества. 

Решение этой системы уравнений ищем в виде 

Р12 = P1ei(ю,1+q>.) + p~i(ю,l+<p,) + Рз (t) ei[ю"1+1\J(I)] = Р;1 • 

2 

е = Е Ег (t) /[югl+<рг(/)] + к. с .. 
Г=l 

(22) 

где р1 , р· = const , ибо резонансное воздействие на вещество имеет место на частоте (J)21 . 

Р3 (t), 'ljJ (t), Ег (t), (\Jг (t) и N21 (t) - медленно меняющиеся (по сравнению с eiю,.t) функ
ции времени. 

Проводя обычным способом вывод укороченных уравнений, получи~!: 

dРз Р~ 2рн . -- = -------aE1 E2N21SIПФ, 
dt Т12 ft 

(23) 
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dN21 -----
dt 

где разнзстh фаз Ф = <р1 + <р2 - 'Ф, расстройка 

При выводе уравнений (23) считали выполненными неравенства 

1 ez ( Рiз Р~ ) е2 2 2 
т » --2- т + т . <Ui1 » --2- (W32 Р2з - W31 Р13). 

12 h2 (J)Зl 13 23 /i2 (J)Зl 
(24) 

Если Т13 и Т23 одного порядка, то первое из неравенств (24) эквивалентно усло
вию (15). 

Пра1вые части системы уравнений (23) содержат члены, ответственные за двух
Р13 Р-н 

квантовые процессы и пропорциональные а = и члены нерезонансного взаи-
/iw31 Р12 

2 
Р12 

модействия с коэффициентами А, В и -/i-. В пятом уравнении системы члены 

нерезонансного взаимодействия связаны с действием полей Е1 и Е2 на заселенность 

рабочих уровней. К:ак показано в [4], слагаемыми 2 (A-BN21) (Ef + Е~) можно пре-

небречь по сравнению с членом 4:тi2 ( Е! + ~: ) N21 • ее.ли второй уровень яв-
/i 12 (J)2 (J) 1 

:::тс:д:::::::::::1ны:~р:х::те::1~щ::~~:: ::::~:::а :::н:~ бы::т~~иль(но ;г:· 
li 12 (J)2 

+ Е~) N21 . Члены же нерезонансного взаимодействия в ура,внениях для Е1 и Е2 можно w, 
нс учитывать при выполнении неравенс11в 

~2 

6, Р12 -- » 2л:w, ; г, k= \, 2. 
N21 /i Т12 w~ 

(25) 

Автор выражает искренюю бла·годарность проф. Р. В . Хохлову за 
предложение те.V1ы и постоянное внимание к работе. 
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