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К ВОПРОСУ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ГРУППЫ СИММЕТРИИ 

УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 

Предположим, что задано уравнение 

Lcp = О, (1) 

где L - некоторый оператор, и требуется определить все его группы симметрии. При этом 
следует отличать случаи линейных уравнений: 1) L = La построен только из координат 
ха (а = 1 , 2, ... .. п) и производных Уа = д/дха; 2) когда L = Lь помимо Ха, Уа содер­

жит еще некоторый вектор типа 'У а и нелинейных уравнений; 3) коr да L = Lc помимо ха, 
Уа· 'Уа содержит еще и искомую функцию ер. 

В данной статье рассмотрим случай 1 (т. е. L = La (ха, Уа)), причем будем 
разыскивать только соответствующие группы Ли. Тогда задача сводится к отысканию 
допустимых алгебр и реализующих их генераторов пространственных групп Ли урав­
неш1я (1) [см. 1, 2, 3]. 

Очевидно, иском ые генераторы Ра должны быть построены в пространстве 

(2') 

Рассматривая 1, ха, Уа как гиперкомплексные ч исла, можно поставить вопрос об опре­
делении всех независимых элементов алгебры (2'), построенных 1в пространстве (2). 
Далее, можно расширить постановку задачи и определить все независимые элементы 
всевозможных алгебр 

(3) 

построенных в пространстве (2). Здесь ca/Jy - так называемые структурные коэффи­

циенты пскомой алгебры. Для практической реализации поставленной задачи введем 
некоторые ограничения. 

В пространстве (2) вводим только операции умножения и сложения (вычитания) . 
Это накладывает ограничение на операторы La, Ра - они могут содержать только 

це.~ые положительные степени величин. 

Даже при указанных ограничениях число возможных операторов, построенных 
в (2), бесконечно. Расклассифицируем эти операторы по двум признакам: по порядку 
степени k относительно Ха, Уа и по рангу тензора r. При э.том предполагается, что 

в (2) задана метрика в соответствии с ( 1) и определено понятие тензора. Для тензо­
ров с k.;;;;2, т .;;;;2 имеем, например: 
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Ма13 '= ХаУ13 - Х~Уа· 8а13'=ХаУ13+Х13Уа а+~, 

qal\ = xaxl\, Ра13 = УаУ13 а+~, 
; 1 ) А1 = хаУа = 2 (il1-4oaa, A2 = x~ = 2(/2 +il;;), 

Аз = y~ = 2(/2-ifз), 

[/1, "12] = lз, [/2, lз] = 11, [/з, 11] = 12 . 

( -1) 

Следующие наборы проведенных операторов (k < 2; r < 2) образуют замкнутые ко:1.1-
~;утационные соотношения: 

{1,ха\{1,уа }, (!,ха.Уа\, { 1,Ма13\, {J,xa,Ma13}, {l,ya,Ma13\, 

jl, А1, А2, Аз}. {!,Ха, Уа, А1 . А2, Аз}, 

{1, А1. А2, Аз, Mall}. (5) 

(!, 8af3' Ма13\, ( I, ха, Mal\' 8а13}, {I, Уа' Maf3• 8а13\, (1, qall}, {!, Ра13\, 

( I , ха• qa13\· р, Уа· qa13}, {l, ха, Ра13\, (5') 

( 1' Уа• Ра13\' { 1' qCt/3' Paf3' 8af3 • Maf3}' 

{А1 , А2, Аз, Paf3• 8af3' Maf3' qaf3\. 

Для дальнейшего понадобятся алгебры: 

[Ga, M13yJ = Gy0a11 - 511°ау. Ga = Ха± Уа; 

[А1 , А2] = 2А2. [А 1 , Аз] = -2Аз . 

[А2, Аз] = - 2 (оаа + 2А1), 

[ха,А1] =-уа, [х,А2] = 0, [ха,Аз]=-2уа, 

[Уа, А1]- Уа." [Уа' А2] = 2ха, [Уа' Аз] = О, 

[Aj.Maf3] = 0, i= 1, 2, 3. 

[А1 , 8аrз1 = 0, [А2, 8a11J =- 4qaf3• [Aз,8a11J = 4Paf3' 

(6) 

[х i, Pa13l = - Ya013v - У13Оау. [Уу, qaf3] = xaollv + х13оау' [А1, qaf3] = - 8а13, (б') 

[Аз, 8a13l = 8af3' [А1. Ра13] = 8af3' 

[А2. Pa13J = -8а13' 

[Ма13' qµv] = qav013µ + qaµc'\fJv- qf3µ~av -q11v6aµ' 

[Ма/3' Pµv] = Pav013µ + Paµc'\f3v - P13µc'lav - P13v0aµ' 

1 1 
[Paf3' qµv] = [oaµc'\13v + 0av013µ) + 2 613µ (Mva + 8va) + 2 611v (Мµа + 8~ю) + 

1 1 + 2 оаµ (Mvll + 8v13) + 2 oav (М µ13 + 8µ13). 

Рассмотрим операторы более высокого порядка (k>2). Скаляр порядка т будет 
и~rеть вид 

(7) 

108 



где аЩю - некоторые постоянные коэффициентов. Векторы (m + 1) порядка запишутся так: 

~а (т + 1) = r.1 (m) ха+ х2 (т) Уа, 
(8) 

1la(m+ l)=r.з(m)xa+x4(m)ya. 

Аналогичным образом можно строить тензоры более высокого ранга (r>2) и высо­
кого порядка (k>2). Хотя Mall в виду [Xj (m); Mar,J=O нельзя обобщать. 

В1ведем еще одно ограничение. Будем рассматривать только такие гр}:ппы Ли 
уравнения (1), генераторы которых даются в рамках тензоров - скаляра, вектора и 
антисимметричного тензора 2-го ранга, т. е. (5) (но любого порядка k). Случай сим· 
метричных тензоров, т. е. (5'), следует рассмотреть отдельно. 

Из тензорной размерности и свойства коммутаторов находим общий вид комму· 
таторов 

Ша' 611] - x(l)Mall} qJ = О' 

~['YJa• 'YJ13] -х(2)Ма13} qJ = О, 

{[sa, 'YJ11l - (Y.(3)1\all + ХаУ13У.(4) + xllyar.(5) + xaxl\Y.(6) + YaY11x(7J)} qJ =О' .(9) 

где x(j) - скаляры вида (7). Для того чтобы Sa, 'YJa и Mall были генераторами групп 
уравнения ( 1 ), необходимо 

'Г . е. 

[La' Sa1 qJ = (xar.(B) + Уах(9)) qJ = О, 

[La' 'YJa] qJ = (ХаУ.(10) + Уах(Щ) qJ =О, 

[La, Mall]qJ = O, 

x(B)qJ = x(9)qJ = x(lC)qJ = x(ll)qJ = О. 

( 10) 

( 10') 

Для того чтобы Sa, 11а, Mall образовывали замкнутые коммутационные соотношения, 

необходимо 

(л(l) - Л1 ) qJ = О, (х(2 ) - Л2) qJ = О, 

(х(4) - А4) qJ = (л(5 ) + А4) qJ = О 

и, кроме того, :к(З) должно быть генератором группы, т. е. 

Тог да получаем 

[ La, Y.(3J] qJ = -,.,(12JqJ = о. 

Ша, ~11] - Л1Ма11} qJ = О. Hria, ri11J - Л2Ма11} qJ =О, 

Ша' 'YJ11] - (x(З)/)all + Л4Ма11)} qJ = О. 

( 11) 

(12) 

(13) 

Таким образом, относительно постоянных коэффициентов aU~a в (7), (8) получаем 
систему алгебраических уравнений (10'), (11), (12). Решения указанной системы уравнений 
определяют как допусти~1ые ашебры (4), так и вид реализующихся генераторов. Подбирая 
значения постоянных Л1 , Л2 , А, 4 и генератора :к(З), можно получить разные алгебры. Так, 
nрп Л1 = Л2 = 1, /..4 =О и х(3 ) i= О, вводя обозначения [2] : 1 а/3 = Mal\ (а, ~ = 1, 2, ... , п), 

Ia.n+i = Sa• Ia ,n+2 = 'YJa и ln+i,n+2 = 7.(3) можно получить (п = 4) алгебру D3 . Анало­
rи•1ным образом (при л(Э) =О, Л,1 = Л2; Л4 = О имеем Sa = 'YJa = / а,п+~ • / а,п+2 =О) 
можно получить (п = 4) алгебру В2 . При х(З) = 1 Л1 = Л2 = Л,4 =О имеем алгебру (2') 
и т. Д. 

Главный рЕ'зультат данной работы состоит в том, «то построение допустимых групп 
Ли уравнения La(xa, Ya)qJ=O в пространстве р, ха, Уа} при опредеJfенных оrраниче­

ниях сводится к отысканию решений системы аJfгеf.раических уравнений относитеJfьно 

постоянных коэффициентов аЩа в (7), (8) . · 
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