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ИЗЛУЧЕНИЕ МАГНИТНОГО ДИПОЛЯ, ПРОЛЕТАЮЩЕГО 

ВДОЛЬ ОСИ ПОЛУБЕСКОНЕЧНОГО ВОЛНОВОДА 

Определено полное поле при равномерно~~ движении магнитного диполя вдоль оси 
полубесконеч1юго круглого волновода. Зада ч а сведена к си стеме интегральных уравне
ний , которая решена методом Винера-Хопфа 1[!]. Найдено выражение для потерь н а изу
•1ение при влете ~1агннтного диполя в полубесконечны й круглый волновод. 

Излучение, возникающее при в.1ете (или вылете ) в полубесконеч
ный волновод магнитного диполя, имеет непрерывный спектр в прост
ранстве вне волновода и дискретный внутри него. Исследование такого 
изл учения при пролете заряда через оп<рытый конец волновода сдела
но в [2]. В отJJичие от зар·яда, возбуждающего в волноводе Е-волны, 
магнитный диполь будет возбуждать Н-волны. Исследование потерь 
энергии на излучение в этом случае представляет интерес для многих 

задач, связанных с пролетом через волноводы ве.сьма интенсивных то

ковых (например, плазменных) образований . 
Пусть по оси полубесконечного круг.1ого волновода радиуса а ле

тит со скоростью и= ~с магнитный диполь, ориентированный по оси z. 
Совместим ось волновода с осью z uилиндрической системы координат 
{r, ер, z}. Будем предполагать, что волновод расположен в области z~O. 

В рассматриваемом случае Фурье-компонент по времени прй час
тоте w вектора-потенuиала А имеет только одну составляющую А(/) [3]: 

Aq>(r, z, w) = ina 'f fШ ds. ""s { I1(vr) H1(va) при r<a} &w<t- tidw, (1). 
е .) 11 (va) Н1 (vr) при r >а 

о -00 ' 

где Ii(x), Н1 (х)-ци.11индрические функции Бе::с~ля первого и третьего 

рода, v = Vk2 
- w2

, k = ~, Imv > О. Электрическое и магнитное поля 
с 

этого потенциала находятся по формулам 

. дAQJ 1 д 
Е(р = tkA(/), Н, = - ---, Н2 = - - (rA(/) ). (2) 

дz r дr 

Вектор-потенциал неподвижного магнитного диполя Ad = [moRl имеет так
Rз 

же только азимутальный компонент. Ищем выражение для этого комцо-



нента в виде 

00 

Adcp (r, z, ffia, t) = --:с--= 1 s 
1 2л: . 

(3) 

-оо 

где 
00 

а (r, ffia, w) (f wa,t = ~ S Ad<p (r, z, ffid, t) e- iwz dz. 
1 2л . 

(4) 

- 00 

После преобразований интеграла в выражении (4), получим 
00 

А ( t) _ tno \ [ К ( ) iл: К -wг] iwz+iw t d arp Г, Z, ffia, - v· Vd 1 Vdr - - de е d W, 
(2л:)З •· 2 

(5) 

-оо 

где К1 (х ) -фу~кция Бесселя от мнимого аргумента, vd = V w2 -k~. kd = 

= Wd - волновой вектор магнитного диполя. После магнитного диполя, 
с 

движущегося вдоль оси z со скоростью и = ~е. находим с помощью пре
образования Лоренца для полей и координат 

-00 

, i (w'-w~L ) z+i(w~ - uw')t 
Х (kd + ~w') е 2 dw' , (6) 

или 

itno(l - ~2) [ ' к ( ' ')- i1t к' -w'r'] х 
-~ vdh' i vdh' r de 
у \~"ги 2 

Х (k~ + ~w1) eihz, (7) 

Поле, наведенное на стенках волновода, 

Erp = - nak 500 f (~) d~ oos [/1 (vr) Н1 (va) при r <а] eiw(z-~) dw. (8) 
е 11 (va) Н1 (vr) при r <а 

о -оо 

Для нахождения этого поля нужно знать f (z) - плотность поверхностных 
индуцированных токов на стенках волновода: 

00 

f (z) = ~ \ F (w) eiwzdw. 
1f 2л ,) 

- 00 

Следовательно, задача определения поля, наведенного диполем на стен
ках волновода, сводится к определению функции F (w), так как 

Е _ у2- k 500 
[/1 (vr) Н1 (va) при r <а] F ( ) iwz d ер - - л; - na w е w, 

с / 1 (va) Н1 (vr) при r > а 
- 00 

(9) 

F (w) найдем методом, аналогичным методу, использованному в [2] и 
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[3]. Для этого воспользуемся граничными условиями для полного поля, 
представляющего сумму поля диполя и наведенного поля: 

а) E!f! + E~(f! = О при r = а z ::;;;,. О, 

б)f(z)=O приz<О. 

Оба условия записываются в виде: 

00 

а) 5 L (w) F (w) eiшz dw = imoe ( 1 
- ~

2

) [ v' k (vd а') -- _!_!!:._ k' e- w'a'] 
. (2л)2 ku dh• 1 h• 2 d Х 

- 00 

00 

б) S F(w) eiwzaw = О, ( 10) 
- 00 

где L (w) = ла/ 1 (av) Н1 (av). 
Для решения системы интегральных уравнений воспользуемся ме

тодом Винера-Хопфа [!]. Ядро L (w) представим следующим образом: 

L (w) = Li (w) L2 (w), где L1 (w) регулярна и не имеет нулей в верхней 
w2 - h2 

полуплоскости, а L2 (w) регулярна и не имеет нулей в нижней полуплос
кости комплексного пе~еменного w. В этом случае решение имеет вид 

в 
F (w) = --, где В -const (w). При этом второе уравнение системы (10) 

L 2 (w) 
удовлетворяется тождественно, а первое позволяет определить В. 

В = - l!iG = moeh(J-~2) [v' k (v' a')-_!!!:._k'e-h'a'](k'+~h ).(11) 
L1 (h) (2л:)2 kuL1 (h) dh• 1 dh' 2 d d 1 

Разложение ядра L (w) на множители аналогично разложению, сделан
ному в [2] и [3]: 

w - h L 2 (w) = , 'ljJ2 (w), 
-,lk - w 

( 12) 

где функции 'ljJ 1 (w) и 'ljJ 2 (w) аналитичны и не имеют нулей соответст
венно в верхней и нижней полуплоскостях комплексного переменного w 
и связаны соотношениями 

'Ф1 (w) = 1/.'2 (- w), 

'ljJ1 (w) 'ljJ2 (w) = лаvГ1 (av) Н1 (av). 

Окончательно получим 

F(w) = moc(J-~2)(k+h)[v· k (v' а')-~, -w'a'] Х 
2 ( 2 л:)2 kиф; (h) dh' i dli' 2 kde 

(k~ + ~h1) v k + w x ------
(w - h) Ф2 (w) 

и в случае движения постоянного диполя (kd=O). 

F (w) = __ i m0ck (1 - ~2) 
( 4л:)2 иа~/ 1 ( ak 

\ 

Ф2(h) vk w. 

Y~)Ф2(w)(w-h) k-h 

( 12') 

( 13) 

( 13') 

5 



Полюс w = h следует считать лежащим выше действительной оси. 
Кроме этого полюса функция F (w) имеет полюсы в нулях функции 
'Ф2 (w). Соответствующие им точки определяются равенством 

( v2 
wh = 1. k2 - _п · где vn - корни номера п функции Бесселя !, (х), V а2 

'\jJ2 (w) достигает нуля на действительной оси лишь при k> ~ и, кроме 
а 

того, при заданном значении частоты 'Ф2 (w) имеет конечное число ну
лей, расположенных на действительной оси. Физически это соответствует 
дискретному числу собственных волн, распространяющихся в волноводе 
без затухания . Наведенное поле внутри волновода (r<a, z~O) равно 

00 

Е<:р = - V2n _!:__ na \ F (w) Г1 (vr) Н1 (va) eiwz dw = 
с и 

- 00 

( 14) 
-оо 

и определяется поведением подынтегральной функции в верхней полу
плоскости комплексного переменного w. Особенностями подынтеграль
ной функции являются полюсы, расположенные в точках w =h и в ну
лях функции 'Ф2(w). 

Интеграл в формуле (14) легко берется при использовании теории 
вычетов 

( 15) 

Поле, связанное с постоянным диполем, движущимся по оси беско
нечного волновода, дается формулой 

Ео = - i mok2 ( 1 - ~2) eihz lk ( rk у~ )-
<:р 2л:и~ 1 ~ 

( .,;~ ) 
ki ka ~ 11 f rk -,r~) 

( .,11-W ) \ ~ 
/ 1 ka ~ 

( 15' ) 

Сумма по т в формуле ( 15) соответствует излучению, вызванному 
пролетом магнитного диполя через открытый конец волновода. 
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Полные потери на излучение внутрь волновода определяются вы
ражением 

а оо оо 

N = 2nc .\' .\ ErorpH-roгrdrdro = J Nrodro. 
о о о 

При этом спектральная плотность излучения равна 

e2a2w 
Nro = 2nek ~ Т 10 (v~' >), 

п 

( 16) 

( 17) 

y/"k{i) Н1 (аvп) 
где С = - п v< 1> - корень номера п функuии Бесселя 11 (х). п (wп - h) 'ФТ (w,.,) ' п 

Рассмотрим поле вне волновода 

( 18) 
- 00 

Обозначни r=k sin 8, z=k cos 8; при vk sin 8-roo функцию Н 1 (vK sin 8) 
заменим приближенным асимптотическим выражением 

Тогда 

Н1 (vR sln 8) = " / 2
. v nvR SIП 0 

3 . 
- - 1tt 00 

i( иRsinB-+п) 
е . 

Е~ = - -~---.,.,--,.--,..... _1_\_ ef(u sin o+wcos 6)R F (w) dw, 2rr.ake 
4 

\ / 'va) 

"' е у R sin 0 ~ yv 
-оо 

вычисленное методом «перевала», равно 

Е~ = - (2n)' l•ak · eikR 1
1 

(ka sln 8) F (k cos 8). 
с R 

Подставляя в эту формулу значение F (k cos 8) из ( 13), получим 

Еь = - moa(l-~2). ikR yk"'+fi' l1(kasi118) х· 
rp 2у2ли R 'ljJ1 (n) 

[ 
. . , iп . -- п·а· J (k~ + ~h1 Vk - cos 0 

х v К ( v а ) - -- kde . 
dl•' 

1 
dh' 2 (k cos 0 - h) 'Ф2 (k cos 0) 

( 19) 

Принимая во внимание, что интенсивность излучения на частоте ro в те
лесный угол dQ равна 

Nt (8) = е sin2 8 1Е~1 2 R2dQ, (20) 

для интенсивности излучения во все простр анство получим 

ь j~ ь sп (1 - cos 0) /~ ~ka sin 0) si лЗ 0d0 
Nro = 2n Nro(8) sin 8d8 = М , 

(h - k cos 8)2 ·ф22 (k cos 0) 
о о 
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Отсюда интенсивность излучения ~постоянного диполя (kd =0) при вы
лете его из открытого конца волновода определяется выражением 

S
n ( 1 - cos 8) /~ (ka sin 8) sin3 е 

х ------d0. 
0 

(1-~ cos8)2 '/J~(k cos 8) 

х 

(21 ' ) 

Рассмотрим частный случай вылета постоянного магнитного диполя из 
волновода (и<О). При больших частотах воспользуемся тем обстоя
тельством, что '\\J2(k cos 0) от больших аргументов стремится к единице. 

В этом случае для выражения углового распределения излучения 

в области углов п-0:::::::::; ""1~ для постоянного диполя (kd=O) полу
~ 

чим (ультра релятивистский случай)*: 

N~ (0) ~ m~ro2 sin4 8 (21") 
4ез (1 - ~ cos 8)2 

Это выражение совпадает (с точностью до числового коэффициента) 
с измененным** выражением, полученным как следствие из формулы 
для энергии переходного магнитного диполя, вылетающего из металла 

в вакуум (3). 
Полные потери на излучение при проле1ании постоянного диполя 

через открытый конец волновода равны 

с (3 

а 

(22) 

п 

~. sin5 8 1 т6~2 

ffi 2d(J) d0 = -- -----
' -- ( 1 - ~ cos 8)2 36 3 . 

n- V l- tP аз ( 1 - ~2) 2 
(3 

N = 

Выражение, полученное по формуле (22) с точностью до числового 
коэффициента, равно энергии, теряемой на излучение магнитным дипо
лем, пролетающим через отверстия радиуса а (в наших обозначениях) 
в бесконечно проводящем экране, как это было показано в работе [6]. 
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* Для ультрарелятивистских скоростей движения диполя спектр излучения лежит 
с ~ 

в области частот, удовлетворяющих неравенству ro < - _r R•. 
а v 1-1-'-

** В работе [4] дано более общее решение переходного излучения дипо.1ы1ых момен
тов. Если решать эту задачу в элементарном рассмотрении, используя теорему взаи !11-
ности. как это было сделано для переходного излучения заряда в 1[5], то результат дан
ной работы совпадает с измененным выражением, следующим из формул (3). 


