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ПРИМЕНЕНИЕ КВАЗИКЛАССИЧЕСКОГО МЕТОДА К РАСЧЕТУ 

СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ СИСТЕМЫ ДВУХ 

ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ ТИПОВ КОЛЕБАНИЙ В РЕЗОНАТОР Е 

Квазиклассическим методом найдены собстве11ные функции и квантовые условия, 
налагаемые на собственные значения энергии, системы двух взаимодействующих типов 
колебаний в резонаторе. 

В данной работе рассматривается ~рименение квазиклассического 
метода к расчету собственных функций и нахождению квантовых усло
вий системы двух взаимодействующих типов колебаний в резонаторе, 
частотное соотношение которых имеет простейший вид w2=2w1 =2ш. 

~ 

Зависимость между электрической индукцией D и электрическим 
~ 

полем Е в среде, заполняющей резонатор, имеет малый член, квад-
~ -э- -.....,Э..). 

ратично зависящий от поля : D = Е + µЕЕ, благодаря которому и 
осуществляется взаимодействие между типами колебаний, в результате 
чего их амплитуда и фазы медленно мею;ются с течением времени. 
Потери в нелинейной среде и стенках резонатора отсутствуют. К реше
нию квантовой задачи о нахождении собственных функций системы 
двух связанных ти п ов колебаний применяется известный метод квази
классического п рибл ижен ия [! , 2], который позволяет п р иближенно 
описать квантовую систему в терминах классических величин. 

Собственные функции системы в квазикл ассическом приближении 

Как было показано в работе [4], гамильтониан системы связанных 
электромагнитных колебаний в резонаторе можно записать в виде 

3 
Н = Н0 + Н1 , Н0 = шJ0 + - nw, 

2 

Н1 = --1 х [еiФ (wJO - 2wJ - nw)'/, (шJо - 2шJ)'f, (шJ + nw)'/, + 
2 

+ е-iФ (wJ0 -- 2шJ + nw) '/2 (roJ0 - 2roJ + 2nw)'/ 2 (roJ) 'f 2J, ( )) 

где ер = wt+ ср1 , ср1 - фаза колебан ий на частоте w, Ф = ср2 - 2ср1 , ср2 -- фа-
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за колебаний на частоте 2w, wJ0 = -iliw _?_ - оператор полной энергии 
дq> 

системы, 2wJ = - in2w _?___-оператор энергии на частоте 2w, х-постоян
дФ 

ная взаимодействия. 

Собственными функциями гамильтониана ( 1) будут функции вида 

'Ф = eimQJ Ч' т (Ф) (2) 

при условии, что Ч' 111 (Ф) удовлетворяет уравнению 

-2_ Н,т Ч' т (Ф) = [еiФ (Ет - 2wJ - nw)'/, (Ет -- 2wJ) 'I• (wJ + nw)' f, + 
х 

+ е-iФ (Ет - 2wJ + nw)' /, (Ет - 2UJJ + 2nw)'/, (wJ) 'I•] Ч' т (Ф) = 
= "'т (liw)' I, Ч' т (Ф), (3) 

2 
где ет (liUJ)31•-собственное значение оператора - HJm• Ет = nwm- соб-

х 

ственное значение энергии свободных колебаний. 

Отсюда следует, что собственные значения оператора Н равны 

Н = Е + ~ nw - -1 хе .(liw)'lz. 
т т 2 2 т 

Для приближенного нахождения собственных функций Ч'm (Ф) 
и собственных значениl1 ет используем J<Вазиклассический метод, раз
витый в работах [1, 2] применительно к решению уравнения Шредин
гера для ангармонического осциллятора. Решение уравнения (3), со
гласно этому методу, следует искать в виде волны 

Ч' (Ф) = 4eiS/D 
т ' (4) 

где 4 и S--функции переменной Ф. Подставляя (4) в уравнение (3) и 

действуя оператором 2-Н1т на фазовый член функции Ч'т (Ф), получаем 
У. 

уравнение 

е А = [еiФ (Е - 2w dS + i2liw _:!:__ - nw)'/, (Е - 2ш dS + 
т т dФ dФ т dФ 

+ i нw - w -- - н1w - + нw + e-i т - w - + щ w - + .2°"- d )'/, ( dS ·1= d 1= )11, .Ф (Е 2 dS ."2 d 
dФ dФ dФ dФ dФ 

+ 1= ) '/, (Е 2 dS + ·t d + 2li )'/, ( dS ·1: d )'/, J, А 11(J) 
111

- (J)- L11W- (J) (J)--L!J(J)- , 

dФ dФ dФ dФ 

из которого при предположении малости членов, содержащих li, т. е. 

_1_ (Е _ 2UJ dS ) )) l _1_ UJ dS )) l (S) 
nw т dФ ' hw dФ ' 

легко получить уравнения нулевого и первого приближения для опре
деления Ч'm(Ф): 

(liffi)'1•em - 2 COS Ф (Ет - 2р2) р = О, (6) 

(
; Ет + бр2 ф dp2 

• Ет - 6р2 ф d + • ----cos --i cos -
4рз dФ р dФ 

Ет-Зр2 3 ) + 2р еiФ + 2ре-iФ А = О, 
(7) 
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dS 
где .р 2=~. Уравнение (6) совпадает с кл ассическим уравнением 

траектории на фазовой плоскости . Оно имеет три корня P1t = P1t (Ф, sm} 
(k=l, 2, 3) . Корень рз , соответствующий внешним интегральным кри
вым [4], так же как и в классическом случае, мы исключаем из рассмот
рения, так как он приводит к волне, средняя энергия которой бол ьше 
собственного значения энергии системы Ern. На рис. 1 приведены фазо
вые траектории системы в декартовых координатах . 

Решение уравнения (7) приводит к следующему виду искомой 
функции: 

ф 

Ч'm(Ф) = 
с ехр (i ~т s v-бр2 - Ет 

р 

где С - произвольная 

В" 

"li ... о 
2 

о 

cos ф 

постоянная. 

Рис. 1. Фазовые траектор11н системы 

В' 

Из выражения (8) легко установить, 
что 'Р'm (Ф) стремится к бесконечности в 
тех областях, где нарушаются услов·ия 
применимости квазиклассического реше

ния. Из (6) и (8) видно также, что функ
ции 'Р'm(Ф) определяются параметрами 
некоторой орбиты классического движе
ния на фазовой плоскости. Обращению 
функции 'Р' т ( Ф) в бесконечность соот
ветствуют точки поворота Ф= ±Фо 
(рис. 1) классических траекторий, где 

<i>=O [4]. Справедливость условий (5) 

ф 

dФ + i 5 р2dф} 
6р2 - Ет tно 

Rег 

!т t 

1 
ii 

!тг 

Рис . 2. Седловые точки , л и 
нии спуск а и п ути интегри

рования 

(8) 

нарушается также для траекторий, проходящих вблизи особой точки А 
ш1и сепаратрисы В'В". 

Так как физический смысл имеют только два корня уравнения (6), 
то общее решение для 'Р'm (Ф) будет состоять из суммы двух независи
мых решений вида (8) с произвольными постоянными множителями 

ф ф 

Ч' = В1 ех (i Ет 5 dФ + _i_ 5 2 dФ) + т _ 1 . Р 2 6 2_Е ._ Р1 
V Ф1 Р1 т uw 

Фо Фо 

при Ф < Ф0 , (9) 
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ф ф 

чr = _С, ехр (i Ет s сГФ + _i_· s р2dф) + 
т у' ф 1 2 бр7 - Ет nw 1 

ф 

+ С2 ехр (i Ет s 
V Ф2 2 

Фо 

Ф 0 Фо 

ф 

dФ + _i_ \ р~dФ J при Ф>Ф0 , 
бр~ - Ет nw .) / 

Фо 

( 1 О) 

. бр~ - Ет 
где Фk~- cos Ф и предполагается, что в классически до-

Рk 
ступной области р1 > Р2· 

В классически недоступных областях, т. е. при Ф>Фа и Ф<-ФJ 
корни уравнения (6) комплексные и сопряженные, поэтому одно реше
ние будет в этих областях экспоненциально нарастать, а другое экспо
ненциально убывать. В дальнейшем для определенности будет предпо-
лагаться, что Imp1 =-/тр2"?0. · 

Из физических соображений очевидно, что в классически недоступ
ных областях следует выбирать убывающее решение. Дальнейшая 
задача состоит в том, чтобы связать осциллирующее решение в областн 
[-Фа, +Фа] с убывающими решениями при Ф>Фа и Ф<1-Ф~ . Исходя 
только из квазиклассических решений, это сделать нельзя, так как ,эти 
решения обращаются в бесконечность при Ф = ±Фа; для этого необхо
димо привлекать точные решения вблизи точек поворота. Сшивание 
будет производиться только в точках классического поворота . Это свя
зано с тем, что для классической системы переход через линию сепа
ратрисы невозможен ни при каких значениях параметров системы . 

Формулы связ и в точках поворота 

Для получения связи между решениями в точках ~поворота вос
пользуемся методикой, аналогичной примененной в работах (1 и 2]. 
В уравнении (3) функции еiФ и е-iФ заменяются линейными функция
ми Ф относительно точки поворота . Для определенности будем искать 
связь между решениями в правой точке поворота Ф= +Фа, в этом слу
чае уравнение (3) прИнимает вид 

вт ЧГ т (s) = [(l + iФа + is) (т - 216 - 1 )'!, (т - 21-s)' f, (16 + 1)'!, + 
+ (1- iФ0 -Щ (т - 216 + l)'f, (т -2!6 + 2)'/, (!6)'12 ] ЧГ т (s), (11) 

где 

s = Ф-Фо, /s = - i :; . 

Для уравнения ( 11) квазиклассические функции (8) переходят, 
как легко проверить, в функции 

s s 
чr т ш = -v-~6=z2==1 =с===== ехр {i ( + .\-6-z2d...=;_1_ + т s z2 ds )-

___ (cos Ф0 - ; siп Ф0) а а 
z 

-+ctg Ф0 [s + ctg Ф0 ln (ctg Фа-- s)J }• ( 12) 

где z -удовлетворяет уравнению 

2 ( cos Ф0 - s sin Ф0) ( 1 - 2z2
) z = т /-т · (13) 
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В выражениях ( 12, 13) для простоты величины z = Р выра-
-( ffif}(J) 

;,1<аются в безразмерных единицах. Предположим , что найдено в зам-

1шутом виде общее решение (11) вместе с его асимптотиками по обе 
стороны от точки поворота, тогда, выбирая то решение, которое убывает 
при s>O, можно определить вид соответствующей ему осциллирующей 
функции в области s <О . Асимптотические выражения точного реше
ния (11) должны в конечном счете выражаться ч ерез функции типа (12), 
что и позволит нам связать квазик.ТJ ассические решения по обе стороны 
точки поворота первоначального уравнения (3). 

Решение уравнения ( 11) ищем с помощью преобразования Лап
ласа: 

Ч' т (s) = J eisxm F (х) dx. ( 14) 
L 

Подстав ив (14) в (11) и проведя необходимые вычисления, получим 

( 
1r2 s dx ) F(x) = f(x)exp im -;=ctgФ0 { -imxctgФ0 
3 "11 3 · х (1 - 2х) 

( 15) 

при условии, что на концах контура интегрирования: 

{F(x)eimx [2im( l -2x).,lxsinФ0 -3.,lxcosФ0 + 2 ~х eiФ·]}L = 0, (16) 

где 

f(x) = exp [ - l п( l --2x).,lx+-1 S \ -бх dx-
4 x(I - 2х) 

6 v r6 
t ф s dx + t 2 ф s (6х-1)(2-З1fбх(! - 2х)) d ] cgo '/ cg о r з1 х. 

х '(1-2х)2 12 ·,1 6х '(l - 2х)2 

( 17) 

При получении ( 15) и ( 16) учитывались только члены н улевого и 
первого порядка малости относительно т и использовалось соотноше

ние между Вт, т и Фо 

2-(2 _1-
В;п = -( т v mcos Ф0 , 

3 3 
( 18) 

которое получается из (6) при слиянии корней р, и р2 в точке поворота. 
С учетом ( 15) 

Ч'т(~) = J f (x)emrp(x>dx, 
L 

где 

' / 1 
1 х '+ -(2 

cp(x) = i(sx+ ctgФ 0 lп +xctgФ0\. з-(з ,1 1 ; 
х 2 - -(2 

Главный член асимптотического разложения Ч'm(s) при больших 
ms легко найти методом наискорейшего спуска. Седловые точки, чер ез 
которые должен d проходить контур интегрирования, определяются из 

равенства нулю - ер (х), что приводит к следующему алгебраическому 
dx 
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уравнению для их определения 

3 1 11 2 
z -2z+ 6/13 

rtgФ0 ( 19) 
clgФ0 - s 

где z=x'/,, которое совпадает с ( 13), если учесть ( 18). На рис. 2 при
веJ,ено расположение седловых точек и ход линий спуска J..ПЯ функции 
ер (х) = tp (z2 ) на плоскости z. 

Разрез для логарифмической функции проведен от особых точек 

+ ! u u + п u _ V 2 вдоль деиствительнои оси в _ оо соответственно. унктирн:m ли -

нией обозначен ход л инии спуска на нижней полуплоскости. Для полу
чения одного из независимых решений в качестве путей интегрирования 
в соответствии с расп оложением седловых точек и ходом линий спуска 

выберем п ути, помеченные на рис. 2 стрелками, откуда видно, что два 
контура интегрирования L1 и L2 при s<O вырождаются в ОДИН кон
тур L 3 при ~>0. 

Д.1я выбранных путей интегрирования решение имеет виJ. 

чrт ш = s t (х) emrr<x>dx при s<O, 
L, + L, 

чr т (s) = 1 t (х) emrr(x) dx при s> О. 
Lз 

Второе независи~юе решенне по.1у чается, ее.пи направление интегриро
вания по одному из контуров L1 или L2 изменить на обратное. Его мы 
рассматривать не будем, так как оно приводит к возрастающему ре
шению в классически недоступной области. 

Проведя стандартные расчеты, получаем следующие асимптотиче
ские связанные между собой решения: 

1; 

чr т ш = =:-::===с====== ехр {-iл_ + _i \ 

1/ J бгт;~ 1 / (cos Фо - s si n Фо) 4 2 о 
~ 

+ im .\ zт ds -+ ctg Ф0 [s + ctgФ0 lп (ctg 'Р'0 - s)]}, 
о 

d~ " + вгт- 1 

(20) 

такое же выражение с заменой индекса 1 на 2 при ~< О и 

~ 
ехр { - _iл_ + _i_ \' __ d_s_ + 

4 2 ._. 6z~ - 1 
о 

' ~ 

+ im s z~ ds -+ ctgФ0 [s + ctgФ0 lп (ctg Ф0 - s)] }, (2 1) 
о 

где Z1t (k=l, 2) корни уравнения (!!) . В (20) квадратный корень 
понимается в смысле своего главн ого значения. 

Возвращаясь к .первоначальному виду функций (8), получаем сле
дующее сшитое в точке +Фо квазиклассическое решение уравнения ( 1): 
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ф 

чr,п (Ф) = с ехр [ i4л: + i .(· r 1 (Ф) dФ J + 
-.f1Ф11 ) 

Фо 

+ ; с ехр [-_.i!!_ + i r Г2 (Ф)dФ l при ф <Фа, (22) 
" ф? 4 .) -
• " Фо 

ф 

чrт (Ф) = (~2 ехр [ - i: + i s Гz(Ф) dФ] при ф >Фа, (23) 
Фо 

где 

rk (Ф) = Ет ----+-\-(;~. 
2 бр~-Ет nw 

Аналогично сшиваются решения в точке -Фо 

ф 

Ч'т (Ф) = . 
8 ехр [-~ + i \" r1 (Ф)dФ J + 

V\Ф1\ 4 .J 
-Фо 

при Ф>--Фа, (24) 

при Ф <-Фр. (25) 

)(вантовые условия 

Правила квантования значения энергии взаимодейстпия получают
ся из того условия, что функции . (22) и (24) должны совпадать для 
любого значения переменной Ф в интервале углов [-Фо, +Фо]. Нетруд
но установить, что это приводит к квантовому условию 

+Фо J [r2 (Ф)-r1 (Ф)]dФ=фr(Ф)dФ = 2л(z++} (26) 
-Фо 

где l -· неотрицательное целое число, и следующей связи между коэф
фициентами С и В 

+Фо 

С = В ехр [ - i S r1 (Ф) dФ - i; } 
-Фо 

Формула (26) несколько отличается от квантового условия Бор а, кото
рое в обозначениях, принятых для данной задачи, имеет вид 

ф р2 (Ф) dФ = 2лдiw. (27) 

Квантовые условия (26), которые содержат дополнительный член 
нулевого порядка относительно т, являются более точными по сравне
нию с боровскими. 

Условие (26) приводит к дискретным значениям энергии взаимо-

действия -+ х (hw)'l2 eт,1 и соответствующим собственным функциям 
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Ч'т,1 (Ф), причем квантовое число l может принимать целые значеНИ>\ 
т 1 

О, !, 2, ... , lманс~ - -- · 
4 4 

Ограничение на lманс особенно наглядно видно из квантового усJJ::J 
вия Бора, когда 2л lмaнcllco не должно превышать наибольшей площг ,:цt, 

mhw 
которую может охватывать классическая орбита, т. е.--л. Квазиклас-

2 
сические собственные функции чr т, 1 ( Ф), вычисленные для ер авнитель
но небольших значений т, довольно хорошо согласуются с соответ-

2 
ствующими точными собственными функциями оператора -Н1т· 

У. 

На рис. 3 и 4 приведена зависимость квадратов модулей Ч'm, 1 от Ф точ
ной и квазиклассической собственных функций для m= 16 и l=2. 

ф 

Рис. 3. Зависимость квадрата мо
дуля ТО'tНОЙ фунщии ОТ ф (m= 

= 16, 1=2) 

Рис. 4. Зависи'мость ](Вадрата 
модуля .квазиклассической 
функции от Ф (т= 16, 1=2) 

Из этих рисунков следует, что 1шазиклассические собственные 
функции существенно отличаются от точных только вблизи точек квази
классического поворота ±Ф0 , при этом, конечно, предполагается, что 
квазиклассические функции соответствуют классическим орбитам, до
статочно удаленным как от линии сепаратрисы В'В", так и от особой 
точки А (см. рис. 1). 
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