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УСЛОВИЯМИ НА ЭКВИДИСТАНТНЫХ КРИВЫХ 

Приводится метод построения асимптотики собственных функций уравнения 
Ли+k2п (х, у) и=О с краевыми условиями на эквидистантных кривых, основанный на 
приближении геометрической оптики при больших k. 

В последние годы в теории волноводных и резонаторных систем, 
работающих в миллиметровом и оптическом диапазоне длин волн, за­
метную роль стали играть методы, основанные на приближении геомет­
рической оптики[!, 2, 3). Эти методы применяются также для нахожде­
ния собственных функций и собственных значений скалярного волново­
го уравнения Ли+k2и=О при k-+oo. 

В настоящей работе мы, следуя в основном работе [3], приведем 
метод нахождения асимптотики при k-+oo собственных функций и соб­
ственных значений уравнения 

Ли+ k 2n2 (х, у) и = О, (1) 

где Л - двумерный оператор Лапласа, п2 (х, у) - дважды дифферен­
цируемая функция, причем п2 (х, у) ~6>0. Уравнение ( 1) рассматри­
вается в некоторой области, ограниченной либо двумя замкнутыми 
эквидистантными кривыми, либо двумя э квидистантными кривыми и 
двумя нормалями к ним. 

Пусть 

"lr = О, (2) 

Г - граница области. Заметим, что рассматриваемая область может 
являться поперечным сечением регулярного волновода или коаксиальной 
волноводной линии передач. Предлагаемым методом может быть най­
дена асимптотика собственных функций и собственных значений попе­
речных сечений, для которых нельзя применить метод разделения 

переменных. 

Настоящее замечание основано на том, что для волн электриче­
ского типа компонент Е, электромагнитного поля удовлетворяет урав-
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нению (!) и граничному условию (2), если представить Ez в виде 
Ez=V (X, y)ekzZ. 

В качестве системы координат выберем длину дуги внутренней 
(при положительной кривизне х (s)) эквидистантной кривой и дли ну r 
нормали к ней. Формулы перехода от системы (r, s) к декартовой имеют 
вид: x=s(s)-rr]'(s) , y=ТJ(s) +ТJs'(s), причем (х, у)= (s(s), ТJ(s)) па­
раметрически задает внутреннюю эквидистантную кривую. В коорди­

натах (r, s) область описывается неравенствами 

Будет рассмотрен случай 

п2 (х, у)== n2 (r). 

Тогда асимптотика собственной функции Ирц (r, s) имеет вид 
r 

Upq (r, S) = - (r====l===- {{j)q (s) Sin k(plq) s n (S) ds -
1 п (r) (! + xr) 

о 

r 

--
1
-u< 1>(r s)cosk(l>Sn(s)ds} +о( 

2k(I) q ' pq 

" о 
при условии 

1 ;ri~ 1 « l, 
pq 

где 

-.. f ( лр )2 Ура = JI k~~
2 

- J" п (s) ds 

Функции cpq (s), w~1 > (r, s) будут приведены в дальнейшем. 

(3) 

(4) 

(5) 

Первый же член асимптотики (4) и (5) соответствует приближению 
геометрической оптики и представляет собой суперпозицию двух волн 
вида А! ekw, 'Ф - эйконал геометрической оптики. При условии (5) по­
верхности волновых фронтов параллельны эквидистантным кривым. 

Следовательно, формула (4) дает асимптотику не всех собственных 
функций, а лишь тех, которые быстро осциллируют в направлении r. 
Подобная задача рассматривалась В . П . Масловым (3], выписавшим 
перв.ый член асимптотики для случая п2 (х, у)= 1. Нахождению асимп­
тотики собственных функций и собственных значений при больших k 
методами приближения геометрической оптики посвящена также рабо­
та Келлера и Рубинова [4]. 

Для получения асимптотики (4) запишем уравнение ( 1) в так на­
зываемом «квазиклассическом» представлении (см. [5]) и в криволи­
нейных координатах. 

Для этого, сделав замену 

и (r, s) = zekЧJ(r, s) v (r, s), 
получим 

e- ikw {Ли+ k2n2 (r) и} = k2 [п2 (r)- (V'Ф)2 ] + ik [2\j'V\i''Ф + vЛ'Ф] + Лv = О. (6) 
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Положим 

Замена 

г 

'Ф1.2 (r) = ± J п (s) ds + 'Ф\~J. 
о 

w± (г, s) 

V± (r, s) = ----::-====== 1/ п (г) (! + хг) 
приводит уравнение (6) к виду 

(7) 

дw± (r,s) + -1-Vn(r)(l+xr)Л w±(r,s) =0, (8) 
дг - 2ik у п (r) (! + хг) 

что и является при условиях (5) и (7) искомым «квазиклассическим)> 
представлением. Уравнение (6), записанное в виде (8), очень удобно 
для применения метода последовательных приближений . Полагая 

{-, w<;> (г, s) 
W± (r, s) = ~ -(ik)n 

n=O 

получаем для и~> (r, s) рекуррентные соотношения 

дw~_п> (г, s) \ w<±n- I) (г, s) 
---=+-Vn(r)(l+xr)Л (9) 

дг 2 у п (г) (! + хг) ' 

Ow(O) (г s) 
± ' = О . (10) 
дг 

Из (10) следует, что w<0>(r, s) =cp±(s), где QJ±(s) - произвольные по­
ка функции. Для того чтобы нулевой член асимптотики удовлетворял 

граничным условиям, достаточно положить 'ljJ 1~~=0 в формуле (7), 
а 

QJ+ (s)=cp- (s)=cp(s); Ч0>Jn(s)ds=pл:(p=l, 2, ".),а в качестве реше-
0 

ния взять комбинацию 

г 

лр J п (s) d6 
sin __ o __ _ 

а 

JпЩd6 
1 о 

и (r, s) = -
21 

(и+ - и __ ) = -====- ·ер (s). · 
• yn(r)(I + хг) 

(11) 

Для определения cp(s) составим секулярное уравнение. В случае вы­
рождения конечной кратности, обычная процедура получения секуляр­
ного уравнения состоит в следующем. Рассматривается уравнение 

(Й0 +ЛW)1jJ = E1jJ, (12) 

где fl0 и W - некоторые самосопряженные операторы, Л- малый пара­
метр, Е - собственное значение. Е и 1jJ раскладываются в асимптотиче­
ские ряды по малому параметру: 

Е = Е<0> + ЛЕО> + Л2Е<2> + .. . 

. 1jJ = 1jJO + f..1jJ(l) + f..21jJ( 2) + .. . 
(13) 

24 



Из (12) и (13) вытекают уравнения 

Н о'Ф(О) = Е<D> ·ф<О>, 

(R о --E<D>) 'ljJ(l) = (Е<'> - W) 'Ф(О). 

( 14) 

( 15) 

Уравнение ( 14) означает, что ЧJ<0> и Е<0> являются собственной функцией 
и собственным значением невозмущенного оператора. Пусть собствен­
ное значение Е<0> п-кратно вырождено . Как известно, в этом случае 
функция ЧJ<0> подчиняется требованию, чтобы ее изменение под влия­
нием возмущения ЛW было малым, порядка Л. 

Пусть ера (а= 1, .. " п) - некоторая ортонормированная система 

собственных функций оператора Й0 , отвечающая собственному значе­
нию Е<0>. Тогда 

п 

'Ф(О) = L CaCJ)a, ( 16) 
а=! 

и коэффициенты Са находятся из алгебраической системы уравнений, 
которая получается, если левую и правую части уравнения ( 15) умно­
жить скалярно на функции CJ)k 

п 

('Фk, (Ro-E<0>)'1jJ< 1>) = (cpk, (E(!)._W) L СаСРа) (k = 1, 2, .. "п). (17) 
а= ! 

В силу самосопряженности Й0 левая часть (22) равна нуJl Ю. Следова­
тельно, 

п 

L (Е(!>бkа - Wka) Са= О (k = 1, 2, .. "п), ( 18) 
а= ! 

где 

Wka = (cpk, Wcpa)· 

Но заметим, что систему уравнений ( 18) можно получить, отыскивая 

экстремум функционала F (с1с2 , •.. , Сп,· ci , с2 , ... , с~) = ((Но+ ЛW) ер , cr) 
п 

в классе функций <р = L с a<f!a; 1/ <р IJ = 1. 
a= I 

Эта задача на условный экстремум сводится к задаче на безуслоп­
ный экстремум функционала: 

Ф (с1 , •• "сп; ci , .. "с~)= ((Й 0 + ЛW) <р, <р) - Е (ер, <р) = 

п п п п 

= ( (R о+ ЛW - Е) L Ca<f!a, L Cf!<fJll) = "л ( (W - Е(!>) L Ca(j)a, L Cf1(j)f3) = 
а ! /3= 1 а= ! /3= 1 

п 

= "л L Сас; (Wa,13- E(!>6a13). ( 19) 
a,fl= l 

Коэффициенты сн. находятся из уравнений 

(k = 1, 2, ... , п). 
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Система (19) совпадает с (16). В соответствии с этим замечанием, cp(s) 
в ( 11) находится как элемент, реализующий экстремум функционала 

F[u]=- S иЛиdа при условии 
Q 

в кJ1ассе функций 

J и2 da = 1 
Q 

r 

np J п ш ds 
sin __ o __ _ 

а 

S п (s) ds 
U = -==с===:---.,! п (r) ( 1 + xr) 

Следовательно, нужно найти безусловный экстремум функционала 

Ф [и] = J {иЛи + k2n2u2
} da 

Q 

(20) 

(21) 

(22) 

в классе функций (20) и (21). Оператор Лапласа в криволинейной си­
стеме координат имеет вид 

Л = --{-д (с1+хг)-д )+_i_( 1 _!_)} 
1 + xr дr дr дs 1 + xr дs · 

Найдем Ли 

U = - а ~{n(r)(l+xr) 4 п'l•(r) 1! 1+xr -2 п'l2 (r)yl+xr + 
Л ! ( np )2 п2 (r) (jJ (s) + 3 п' 2 

(r) (jJ (s) 1 п" (r) (jJ (s) 

J nШds 
о 

2!p'X'r 

-( п(r) (1 + хг)7 

1 (jJ (s) х" (r\ + ~ !px'2r 2 l 
2 -у'- п (r)' (1 + xr)'1• 4 1/ п (r) ( 1 + xt)•;, f si n 

r 

S п (s) ds 

r 

S п <s) ds 
о 
----рл. 

а 

r п (s) ds 
о 

(23) 

При условии п2 > б > О sin 2 ~ рл слабо сходится к 1/ 2 при р __.,._ 

JnШds 
о 

__,. оо. Учитывая это и подставляя (23) и (21) в (22), получим 
а L 

ф [ ] 5 5 d d {l" 2 ( ) + 3 п' 2 (r) 1 п" (r) + х2 (s) 1 
и = r s уп r ------- -------

4 пз (r) 2 п2 (r) 4 п (r) ( 1 + xr)2 

1 

2 

о о 

х" (s) r + ~ х'2 
(s) r 2 

] q>2 (s) _ 2!р' (s) (jJ (s) х' (s) r + 
n(r)tl+xr)3 4 n(r)(l+xr) n(r)(l+xr)3 

L 

+ п~;;~~):~~)2 } = 5 ds {А(у2 , s) cp2 (s)-2B(s) cp'(s)cp(s) + c(s)cp''(s)cp(s)}, 
о 
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где 

а а 

А ( 2 ) _ \ d [ 2 ( ) + 3 'п' 2 
(r) 1 п" (r) ] + х' (s) ~- dr y,s - ry nr - ------ -- ------

~ 4 п3 (r) 2 п2 (r) 4 , п (r) ( 1 + xr)2 
о о 

а а 

- _21 х" (s) s dr + 2_4 x'2(s) s r2 dr 
п (r) (1 + xr)3 п (r) (1 + xr)4 

о о 

а 

1 r dr 
B (s) = x'(s). 

п (r) ( 1 + xr)3 

о 

а 

~ 
dr 

с (s) = . 
п (r) ( 1 + х (s) r)2 

о 

Для функционала (24) напишем уравнение Эйлера 

(24) 

~[с (s) dq> lj + [-1 с" (s) +В' (s) +А (у2 , s)] q.> = О. (25) 
ds ds 2 

В (25) в зависимости от вида области ставится либо условие периодич­
ности, либо нулевые граничные условия при s=O, s=L. Уравнением 
(25) и граничными условиями определяются собственные значения yq 
и собственные функции cpq (s). В соответствии с формулой (7), запишем 

k(l) ' = ( np )2 + у2. (26) 
pq а q 

JnШds 
о 

Перейдем к определению w~1 > (r, s). Из уравнения (9) имеем 
r г~~--,,-

w(l>(r, S) = + -1 \YnШ(l+xs)л q>(s) d'S+w(l>(O,s)= 
± r .1 п (s) у-п (s) ( 1 + xs) ± 

о 

' 
= + _1 5{[~ п'

2

Ш 
r 4 п3 (s) 

о 

1 

2 

п " Ш х2 1 

n2 ш + 4 п ш ( 1 + xs)2 

- _1 ____ х.:1___ 2- x' 2s2 
] 2q>" (s) x's 

2 n Ш (1 + Xs)3 + 4 n I0 (1 + Xs)4 (/J (s) - n Ш (1 + Xs)3 + 
+ ер" (s) } ds + w< 1> (О, s). 

п (s) ( 1 + xs)2 ± 

(27) 

Для того чтобы удовлетворялось граничное условие при r=O, нужно 
положить w~J (О, s) =0. Линейная комбинация 

1 
и = 2i (и+ - и_ ) 

дает в качестве асимптотики (4), где w~ 1 > (r, s) = w~~ (r, s). При r = а, 

сравнивая (27) и (24), замечаем, что 

а 

w~l) (а, s) = у~ .\' п (s) ds. (/Jq (s), 
о 
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поэтому k(IJ при больших р является корнем трансцендентного уравнения: pq 
а а а 

si11 k~~ s п Ш ds + 2i~<I> V~ s п Ш ds cos k~~> 5 п (S) ds = О, 
1 pq о о 

что обеспечивает выполнение граничного условия при r=a. Дальней­
шие члены асимптотики получаются аналогично, т. е. интегрированием 

уравнения (9). 

Прнложение. * Рассмотрим уравнение 

ли+ k2и= о (28) 

в кольце r1 <p<r2, т. е. области, ограниченной двумя замкнутыми эквидистантными 
кривыми - концентрическими окружностями. Пусть 

и/Г =О, (29) 

где Г состоит из двух окружностей. Введем полярную систему координат (р, 0). Асимп­
тотика собственных функций и собственных значений (28) и (29) известна: 

eip0 { p2- J/ 4 
Upq (р, 8) = _;-Р sin kpq (р -r1) -

" 2kpq 
· coskpq (р - r 1)} +О(-~-) , 

kpq 

где kpQ - корень уравнения . 

1 р (kpq r 1) N р (kpq r 2) - 1 р (kpq r 2) N р (kpq r1) =О, 

1 Р (х), N Р (х) - функции Бесселя и Неймана, 

1tq + Г2 - Г1 ( J ) ( 1 ) 
kpq = -,-

2
---,-1 -,n"--qr-

1
r-'

2
'-- Р2 

- 4 + О Q2 · 

(30) 

(31) 

(32) 

1 
В рассматриваемом случае (4) совпадает с (30). Заметим, что х (s) = 2, поэтому 1 + 

р--и р 

+хг=I+--=-; 
Г1 Г1 

1+ха = 1 + 

Секулярное уравнение (24) принимает вид 

( 
1 r,) 

ер" (s) + --? + у2 - ер (s) = О. 
4rl Г1 

(33) 

Функция cp(s) должна кроме того удовлетворять условию периодичности. Следовател~,­
ио: 

ips 

ерр (s) = се Г.- = ceiP1 , 

1 2 '2 р2 
--+у ---4rt Р r1 - ri 

(34) 

Откудэ 

* Рассмотрен пример, показывающий, что асимптотика (4) совпадает в частном 
случае с известной аеимптотикой для облаетн, 'допускающей разделение переменных в 
уравнении (1) . 
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Подставляя это значение 'У~ в (26), получаем 

1 

k1~) = [( nq )2 + р2-- \ /4 ]2 = nq 
Г2 - Г1 Г1Г2 Г2 - Г1 

Мы видим, что (35) совпада ет с (32). Уравнение (9) в рассматриваемом случае имеет 
13НД 

= + ------
- 2 р2 

откуда 

р2 - 1/ 4 r - р 
w~) (р' 8) = ± l еiрЧ -

2 '1 -- р 

Подстановка (36), (34) и (33) в (4) приводит к (30) . 
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