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Б . ЧАКРАБРОТИ 

ВЗАИМООТНОШЕНИЕ ПРОДОЛЬНОЙ, ПОВЕРХНОСТНОЙ 

И ПОПЕРЕЧНЫХ ВОЛН НА ГРАНИЦЕ ПЛАЗМЫ 

Поl(аэано, что падающая поперечная волна возбуждает в плазме поверхностную 
во.пну, волну сжатия и поперечную волну. П олучены общие выражения для амплитуд, 
интенсивностей энергни н фаз всех четырех видов волн, Вl(ЛЮчая отражательную волну в 
ваl(ууме. 

Задача решена в нескольких вариантах, смотря по тому, включа
ются ли в рассмотрение продо.1ьные, поверхностные волны в плазме и 

учитывается ли поверхностное натяжение на границе. 

Критз и Минтзер [!] рассмотрели вопрос о возбуждении волн в 
плазме для случая двух плазм, разделенных гр<tницей и отличающихся 

концентрацией заряженных частиц. Однако их результаты нельзя при
менить к плазме на границе с вакуумом, например, на границе ме

талл - вакуум. Кроме того, использованное ими граничное услов11е ис
ключает возможность возбуждения поверхностной волны. 

Фельдерхоф [2] решил задачу об отражении и преломлении волн на 
гран11це плазмы с точки зрения функций распределения, однако он 
ограничился в своем рассмотрении то.1ько нормальным падением волн 

к границе. Задача об общем случае остается открытой. 

§ 1. Уравнения , граничные условия и потоки энергии волн 

Пусть плазма заполняет полупространство z>O. Электромагнитная 
волна с амплитудой Е; падает на границу под углом Ф с осью х, ко
торая направлена вдоль линии пересечения плоскости падения волны 

и границы плазмы. 

Используем линейризованные уравнения плазмы в гидродинамиче

ском приближении: 
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где 

Р = Ро + (_!Е___) 6~ = Ро + v~.6,o. 
др Р=Ро 

Из уравнения ( 1) получим 

Vw2 -w6 
k = -----

Vw2 -w6 
K = ----

f 
(2) 

(см. [4] или [!]), где k - модуль волнового вектора продольной и К -
поперечной волны. 

Исследуем продольную и поперечную плоские волны внутри плаз
мы, а на границе кроме них и поверхностную волну. Падающую и отра
женную волну можем записать в виде 

~ ~ ~(xcosФ- zs inФ) iwl 

E;(-lxsinФ-lzcosФ)e с (3) 

Н а границе имеем четыре неизвестные амплитуды полей: Е[ - от-
• Et • • Et • Е 

раженнои волны, 1 - прошедшеи поперечнои, . - продо.пьнои и -
поверхностной. Чтобы определить их, используем следующие граничные 
ус.1овия. 

а. Оптические ус.1овия непрерывности: 

Ei Е' Е1 Hi Н' Н1 
х + х = х, у+ у = у · (4) 

б. Из условия разрывности нормальных компонентов электрических 
по.~ей получим 

Е~ + Е~ - Е; = 
4

Jtepo бz, (5) 
т 

где еро 6z ( = iepo Vz) - концентрация зарядов на границе (см. уравне-
т mw / 

ние (8)). 
в. Предполагаем на границе существование условия 

-2·.s.; дФ 1 
Р - - Ро = VтvP - Ро -

дt 
(6) 

где vт - скорость звука на границе и Ф1 - потенциал скорости поверхнс
стной волны, удовлетворяющий уравнению Лапласа v2Ф1 = О и имеющий 

( . > . t И Ф iEe Е решение в виде ев ix- z - ~ы. меем 1 = - -· - для отнош~ния между 
тше 

и Ф1 . 
В уравнении (6) мы объединилн адиабатическое объемное и по

верхностное возмущение. 

Далее предполагаем, что электронная плазма находится под в.111я
нием поверхностного натяжения, природу которого мы не раскрываем. 

Для гидродинамического равновесия можем написать 

бр = - (J ir-бz (7) 
<1х2 ' 

где и - коэффициент поверхностного натяжения, а 

{)z = aeikxcosA- iwt (8) 
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возмущение поверхности. Из доz = vz ( = - iwбz) и уравнений ( 1) получим 
дt 

четвертое граничное условие 

~ 2 дФ1 iak2 cos2 е 
vтбо-р0 -=----v . 

• дt (i) z (9) 

Заметим, что условие (9) удовлетворяется только на границе. Для 
скорости звука в условии (9) мы брали символ Vт и в остальных слу
чаях Vт, чтобы определить члены, полученные от сжимаемости на гра
ыще. 

С1шзь между продольной, поверхнсстной и поперечными волнами 
получается из этих четырех уравнений. 

Сравнение величины волны в вакууме и в плазме (см. (5)) дает 
закон преломления в виде 

(i) cos ф ' --- = К cos Ф = k cos 0 = е, 
с 

где Ф' - угол волнового вектора поперечной 
cos ф 

осью х. Итак , получим cos Ф' = ---
V 1 - Q 

и 0 - продольной 
Vт COS ф 

и cose = r ' cJ 1- Q 
2 (i)2 

4л ер0 И Q =_о 
mz w2 

( 1 О) 

волны с 

где w~ = 

Эти выражения показывают, что cos Ф' > cos Ф, и в силу того, что 
vт « с, а LOS 0 < соsФ, прошедшая поперечная волна от,клонена от нор
мали больше, чем падающая, а возникшая продольная меньше. Для 

v 
w )) w0 имеем cos Ф':::::::: с os Ф и cos 0:::::::: _r_ с os Ф, так что направление 

с 

прошедшей поперечной волны практически совпадает с направлением паде
ния, а волна сжатия направлена почти нормально к границе. 

Пройдя расстояние ~ (== 2лс ) вдоль нормали в границе, по-
е wcosФ 

верхностная волна убывает в отношении e2n : 1. 

Для отношения интенсивностей энергии отраженных и преломлен
ных волн на границе двух плазм имеем 

sinФr\ ( S;)\, sin0ri<S~>I, sinФ 1 \(S;)\, sin0 1 i <Si > \ 
(r,s,d,f)= . . . , (11) 

sin rp1 
\ < S~ > 1+sin8 1 

\ <S:> \ 

где / (S1 ) / - среднее значение энергии по времени для поперечной и 
1 (S1) / продольной волны Ф, и 8 -углы волновых векторов с осью х; 
индекс i соответствует падающей, r - отраженной, t - прошедшей волнам; 

(см. [З]). Закон сохранения энергии волн при отражении и преломлении 
на границе запишется так: 

r+s+d+f = 1. ( 12) 

Если в среде падающей волны создается вакуум, то Ef = О, Е~ = О, 
и поэтому в (11) s = О. 

Для выражения интенсивности энергии поверхностной волны пред
полагаем 
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1 <Sx> 1 g= ~~~~~-'----~~~~ 
sin Ф1 \ (S; ) \ + sin 8i 1 <Si) \' 

. дФ1 1 ф аФ [3 ф где sx = р 0ф1 --+ -- -- ] и - потенциал электрического поля 
дх 4л дх 

поверхностной волны. 

§ 2. Шесть тиnов решения задачи 

1. С луч ай Т Т - поперечный случай. Используем оптические 
условия (5), исключая поверхностную и продольную 1.юлны. Для ампли
туд отраженной и прелом.1енно-поперечной волн имеем 

(1-Q) tgФ - tgФ', 21f~tgФ 

(1 - Q) tg Ф + tg Ф' 

Заметим, что фазы этих волн не изменяются и закон сохранения 
энергии (r+d= 1) удовлетворяется. 

2. С луч а й Т Т S - плазменный поперечный случай с учетом по-

верхностной волны. Испол ьзуя условия (4) и (5) без Е~, получим 
i2Q r-- 4Q sin ф 

(l-Q) tgФ -tgФ'+ , 2 1 1 -QtgФ, -
l +Q l+Q 

i2Q 
(1 - Q) tg Ф + f/~ Ф' -

l +Q 

При учете поверхностной волны совместно с условием (5) включаются 
i2Q i2Q 

новые чJJены, нап~:;имер - в знаменателе всех амплитуд и ---
1 + Q l +Q 

в числителе Е~. 

Благода ря этому r увеличивается, а d уменьшается так, что r+d= 1, 
Е имеет значительную величину и фазы волн становятся разными. Есл и 

Л аргумент знаменателей, а µ - числителя Е ~, то Л+ µ и Л соответст
венно дают изменения фазы отраженной и преломленной волн. 

3. Случай Т Т Sa - поперечный случай с учетом поверхностной 
волны и поверхностного натяжения (без продольной волны). 

Используя уравнения (4) и (9) без Е:, получим 

(Е~. Е~. Е) 

Е~ 

iaw соsз Ф 2aw соsэ Ф sin Ф 
(1-Q)tgФ-tg<D'+ , 2yl-QtgФ, -------

р0сз + aw соsз Ф р0сэ + aw cos3 Ф 

iaw соsэ Ф 
(1-Q)tgФ+tgФ'------

Pocэ + aw cos3 Ф 

При этом закон сохранения энергии удовлетворяется (r+d= 1) . 
2роQсз . 

Если подставить GY= , то полученные qюрмулы переходят 
w ( 1 - Q) cos3 Ф 

в формулы случая 2. Это указывает на то, что случай 2 формал ьно 
можно описать действием поверхностного натяжения электростатиче
ской природы, так как при Q-rO и cr-+0. Аналогичное явление (см. в 13]). 

4. Случай Т Т L - с учетом поперечных и продольной волн без 
поверхностного натяжения (cr) и без поверхностной волны. Используя 
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уравнения (4) и (5) без Е, получим 

(Е;, Ef, Ef) 

Е~ 

i2 Q sin Ф 
(1-Q) tgФ- tgФ' -Q ctg 8, 2 1f l -Q tgФ, - ---

sin е 

(1 - Q) tg Ф + tg Ф' + Q ctg 8 

Закон сохранения энергии, а именно г+d+f= 1, удовлетворяется. 
Рассматриваемый случай не приводит практически к новым результа

л 
там, так как 0= - , ctg 0=0 и, следовательно, r и d почти не отлича-

2 
ются от их величин в случае 1, а f имеет очень малую величину. На 
границе плазмы нормальная составляющая скорости электронов (vz) 
отсутствует и, следовательно, в рассматриваемом случае граница будет 
плоской. 

5. Случай Т Т La - с учетом продольной и поперечной волн при 
наличии поверхностного натяжения и без поверхностной волны. 

Уравнения ( 4) и (9) без Е дают 

( iak <:оsЗ 8 ) iakQ СОSЗ 8 
11- ~2 е ((1-Q)tgФ-tgФ' } + ~2 
\ р 0vт tg РоVт 

_r-- ( iak соsз е ) 2akQ cos2 е sin ф 
2r 1-QtgФ 1- - 2 е , - -2 

р0vт ctg р 0vт 

( 
iak соsз е ) iak соsз е 

1- - 2 е {( 1-Q)tgФ+tgФ'}- - 2 р0vт ctg р0vт 

Эти выражения удовлетворяют закону сохранения энергии и переходят 
в результате в случай 4 при Vт=О или cr=O. В последнем случае Vz=O 
на границе, и, следовательно, поверхность электронной плазмы являет
сн плоской. При учете сжимаемости дополнительные члены в выр·аже-

t 
ниях комплексные; в силу того, что Е1 содержит множитель cr, заклю-
чаем, что продольная волна возбуждается благодаря наличию поверх
ностного натяжения на границе. 

Представим полученные формулы для рассматриваемого случая в 
другом виде. Разделим падающую волну на две части 

в! 
'• 7= 
t 

и 

(1- Q) tg Ф + tg Ф' -

(1-Q)tgФ+tgФ' 

iak соsз е 

p;v} ctg е 
( ( 1 - Q) tg Ф + tg Ф' + Q ctg 8} 

Первая возбуждает только поперечные волны, вторая кроме них 
и продольные. При этом амплитуды отраженной поперечно-преломлен
но\1 и продольной волн также разделяются на две части 
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(Е;" Ef
2

, Е~ 
Ei 

t, 

(1-Q)tgФ-tgФ', 21ft=QtgФ 

(1 - Q) tg Ф + tg Ф' 

i2 Q sinФ 
(! - Q) tgФ - tgФ' -Q ctge, 2 Yl -Q tgФ, - ---

sin е 

(1 - Q) tg Ф + tg Ф' + Q ctg 8 



Общая энергия складывается аддитивно из энергий парциальных 
л 

волн, потому что разница фаз разделенных волн равна -. Причем 
2 

возможна интерференция отраженных и поперечно-преломленных 

частей. Первая часть волнового поля произведенного разделения сов

падает с рассмотренным случаем 1, вторая - со случаем 4. Заметим, что 
второй случай связан с наличием. поверхностного натяжения u, так что 
при u=O разделения исчезает (Е i, =0) и продольная волна не возбуж
дается. 

6. Случай Т Т (L S) u - общий случай с учетом поверхностной, 
продольной и поперечных волн. Используя уравнения (4), (5) и (9), 
получим 

i ( 2p0QЗ-aro(l-Q)cosзФ) v} · i2Q 
(1-Q)tgФ-tgФ' + - 2 fJ {(1-Q)tgФ-tgФ'-QctgfJ)+ l + Q 

р0с3vт ( 1 - Q2) ctg -

Е 

i (2p0Qc3 -aw (1 - Q) соsз Ф} v} 
(J-Q)tgФ+tgФ'+ Г2(/-О2) t О 

Рос Vт •• с g 
х 

i2Q 
Х ( (1 - Q) tg Ф + tgФ' + Q ctg fJ} - , 

t+Q 

[ 

i (2р0Qсз - aw (1 - Q) соsз Ф} v} ] 
2-{1 - Q tg ф 1 + -----------

Росзv; ( 1 - Q2 ) ctg е 

i (2p0Qc3 - aw (1 - Q) соsз Ф) v} 
(1 - Q)tgФ+tgФ'+----------- Х 

р0сзV~ ( 1 - Q2) ctg .'J 

i2Q 
Х { (1 - Q) tg Ф + tg Ф + tg Ф' + Q ctg О) - --, 

l +Q 

i { 2р 0Qсз - aw (1 - Q) соsз Ф} v} 
(1 - Q) tg Ф + tg Ф' + г 2 (! Q2) t fJ Х 

Рос Vт - с g 

i2Q 
Х (( 1--Q)tgФ+tgФ'+QctgfJ}--

l +Q 
4Q sinФ 

Ei i {2р0 Qсз - aw (1 - Q) соsз Ф) v} 
(1- Q) tg Ф + tg Ф' + Х 

Росзu~ ( 1 - Q2 ) ctg f) 

i2Q 
Х {(1-Q) tgФ + tgФ' + Qctg 8} - --. 

l+Q 

Общий случай отличается от предыдущих одновременным возбуж
дением поверхностной и продольной волн. При этом возникает пара
докс: r+d+f=F 1. Возникает вопрос о физической причине парадокса, 
так как формально полученное решение удовлетворяет исходному урав
нению и всем граничным условиям. 

§ 3. Обсуждение результатов 

Оценим порядок для интенсивностей, углов преломления и фаз 
волн при различных Q и Ф в условиях газовой плазмы, полагая 
N=4Xl09 1 /с.л.~3 , r~J05 °K, тогда со 0 =3,58Х109 и Vт=1,58XJ09 см/сек. 
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Таблица 

0,9 0,5 О, 1 О, 1 

Ф, град 8\J 80 60 30 
Ф',град 56, 19 75,46 58,40 24,6 

г, ~о 20,2 2,4 О, 1 1,06 Случай ТТ 
d. '70 79,8 97,6 99,7 98,6 

1 

'· ~о 34,6 4, 1 3,2 25,7 Случай TTS 
d, % 65,4 95,9 96,8 74,3 
g, % 39, 13 10,92 1,9 5,22 
/,, град 24,36 5,36 3 10,18 
µ,, гр2д -45,33 -32,24 -63,26 10 

r, ~6 35,9 4,5 8,9 50,8 Слу<rай TTSa при 
d, ~о 64, 1 95,5 91'1 49,2 
Л, град 25,27 8,25 17,20 45 а= оо 

µ,, град -47,10 -43,36 -85,26 84,7 
g, '70 52,9 24,3 55,37 104,5 

Находим, что с увеличением (J) и Ф r и g уменьшаются, а d увели
чивается. При учете поверхностной волны (случай 2) r увеличивается, 
а d уменьшается. Отсюда заключаем, что наличие. поверхностной вол
ны ведет к увеличению отражения. При а== (случай 3) r больше, чем 
в случае 2 и поверхностная волна силы-iее выражена. Если Q « 1 и 

л; 

Ф <-, то tg Ф' <tg Ф< 1 и g>d, причем есть вероятность появления 
4 

поверхностной волны с интенсивностью g> 1. Например, для Q =О, 1 и 
Ф=30° имеем g=l04,5%. 

Если исключить случай (J)~(.t)o, то прошедшая поперечная волна 
более интенсивна, чем остальные волны, и с увеличением (.t) по сравне
нию с (.t)o величины r, f и g уменьшаются. При (.t) » (.t)o получаем Q=O, 
Ф= Ф', ( 1-Q)tg Ф=tg Ф', { ( 1-Q) tgФ+tgФ'}2~4 ( 1-Q)tg Фtg Ф' и 
таким образом, d увеличивается, а r, f и g уменьшаются. 

Отметим, что при учете продольной волны в числителе величины r 
и d содержат tg20, f содержит tg 0, а g не содержит угол 0. Так как 

0;:::::; 2- большая часть энергии переходит в отраженную и поперечно-
2 

преJiомленную волны, продольная волна получает относительно малую 

долю, а поверхностная волна практичес;.;:и не возбуждается. Без про
дольной волны поверхностная волна сильно возбуждается, при учете 
же сжимаемости как продольная, так и поверхностная волны возбуж
даются слабо. 

Разобьем рассмотренные шесть случаев на две группы. В первую 
группу отнесем случаи: ТТ, TTS, TTL, во вторую группу: TTS(J, TTL(J и 
TT(LS) (J. . 

Для первой группы условия (5) и ( 12) одновременно выполняются. 
Для волн TTS (J и TTL(J условие (5) не удовлетворяется, хотя задача 
решается однозначно с помощью условий непрерывности тапгензиаль-

36 



ных компонентов (4) и баланса сил на границе (9), а закон сохранения 
точно удовлетворяется. Для волн ТТ (LS) а условие (5) и (9) удовлетво
ряется, поскольку расчет основывается на этих услови ях, однако закон 

сохранения (12) для этого случая места не имеет. Причину указанного 
парадокса мы можем усмотреть в следующем. Во второй группе еде~ 
лано неявное предположение об одновременной совместимости поверх
ностного натяжения как эффекта, обусловленного короткодей:::твующи
ми силами взаимодействия, и граничного условия (5), предпо.1агающе
го, что между частицами действуют дальнодействующие электростати
ческие силы взаимодействия. Парадокс и указывает на невозможность 
такого совмещения. Это естественное предположение подтверждается 

также двумя фактами . 
1. Если поверхностное натяжение сводится в частном случае (что 

оказывается возможным) к электростатическим (<J = 
2р 0Qсз ) • 

(j) ( 1 - Q) соsз Q 
то парадокс исчезает, так как вместе с этим исчезает продольн ая вол

на и общий случай сводится к случаю 3. 
2. Сам факт нарушения закона сохранения должен рассм атривать

ся как указание на невозможность одновременного совмещения по

верхностных и продольных волн, ибо при возбуждении только одного 
из этих типов конфликт не возникает . В общем случае так же возмож
но разделение полей на две части, как и в случа е 5. Однако, хотя для 
каждой части, взятой порознь 1r 1 +d1= 1 и r2+d2+f2= l (см . приложе 
ние), парадокс не устраняется, так как для суммарного поля r+d + f=I= 1. 
Формально причина несохранения обусловлен а тем, что разность фаз 
между разделенными падающими волнами или отраженными волнами 

:n: =F -, т . е. это и является иным выражением несохранения. 
2 ' 
Пе.рвая часть волнового поля совпадает со случаем 2, вторая - со 

случаем 4. Случай 2 связан не только с н аличием поверхностного на
тяжения и, но при cr=O продольная волна возбуждается. 

Используя три из четырех граничных ·условий и условие сохране
ния энергий (уравнение ( 12)) как четвертое условие, задачу нел ьзя 
решить в случае TT(LS)a. Это происходит потому, что три юrнейных 
граничных уравнения при разделении действительной и мнимой час
тей дают шесть уравнений, а условие сохранения энергии дает 
только одно уравнение, а не два. Число же неизвестных величин во
семь, так как амплитуды всех возбужденных волн комплексные. Поэто
му, чтобы решить задачу таким образом, придется налагать еще одно 
условие: например, предполагать, что амплитуда поверхностной волны 

или действительна, или чисто мнима. 

П р ил ожени е. Возможно разделение амплитуды падающей волны на .:хве час
ти так, что для каждой части в отдельности граничные условия (4) , (5) и (12) будуr 
удовлетворены. Полагая 

~ = в:.+ в: .. получим 
i2Q 

Ei (1-Q)tgФ+ tgФ'---
~'-' - ~~~~~~~~~~~~~~-l~+~Q~~~~~-
~. - i{2p0f;k3 -a(J)(l - Q)_cosзФ)v} 

(1 - Q) tg Ф + tg Ф' + -----::--=------- Х 
PoC3-v~ ( J - Q2) ctg 0 

i2Q 
Х {(1- Q) tgФ + tgФ' + Q ctg0} ---

1 + Q 
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Поступая аналогично случаю ТТ La , получим 

Е~,. Е:,. Е1 
Ei 

1, 

Е~,, Е),. Е~ 
Е; 

t, 

i2Q -- 4Q sin Ф 
(l-Q)tgФ-lgФ' + -- , 2-{ l-Q tgФ, ----

1 +R l+Q 
i2Q 

(l - Q) tg + tg Ф' - --
1 + Q 

· -- i2QsinФ 
(1 -Q) tgФ-tgФ' -Q ctg0, 2-{ 1 -Q tgФ, - -.-

sш е 

(1-Q)tgФ+tgФ'+Rctge 

Отсюда 

4Q2 
{(1 - Q) tg Ф- tg Ф' )2 + , 4 (l - Q) tg Ф tg Ф' 

(1 + Q)2 
(r1, а1) = --------------------

4Q2 
{(1- Q) tgФ + tgФ'} 2 +-(1-+-Q)-2 

{ (l -- Q) tg Ф - tg Ф' - Q c!g )2 , 4 (1 - Q) tg Ф tg Ф', 4Q ( 1 - Q) tg Ф c!g 0 
(r2 ,d2 ,t2) = {(1-Q)tgФ+tgФ'+Rctg0)2 · 

В заключение автор выражает благодарность проф. А. А. Власову 
за предложенную тему и ценные указания. 
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