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МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА 

№ 5-1966 

УДК 621.378.001 

Т. М. ИЛЬИНОВА 

О ДВУХФОТОННОМ ЛАЗЕРЕ 

Исследуется стационарный режим двухфотонного лазера, его устойчивость. Пост
роены резонансные кривые возбуждения стационарных колебаний. Рассмотре!-!ы неста
ционарные процессы в такой системе в приближении заданного поля. При выполнении 
условий возбуждения лазер излучает импульс частоты W1 (частота рабочего перехода 

W21 = w1 + W2, где w2 - частота поля Е2> Е~0Р от внешнего источника). Мощность импуль-
Е. 

са и его длительность существенно зависит от величины поля Е2. Если п~р ;;;. 1, 
Ez 

то из.~учае~1ый импульс имеет симметричную форму, его энергия и длительность опре
Е2 

деляются полем Е2 . При -----пор » 1 энергия сигнала зависит только от свойств актив
Е2 

ной среды; длительность переднего фронта определяется величиной поля Е2, длитель
ность заднего фронта равна времени затухания т1 резонатора на ч астоте w1. 

Исходные уравнения. Стационарный режим двухфотонного лазера 

Основные уравнения, описывающие нестационарные 
двухфотонном лазере , получены в работах [l - 3]. С учетом 
отношений эти уравнения имеют вид [3] 

dРз Рз 2Р12 Е Е N . ф --+ --= - -- а 1 2 21SIП ' 
dt Т12 h 

dE1 W1 Е 4 Е р . ф -- = - -- 1 - "Л,Р12U.)1а 2 з S!П , 
dt 2Q1 

процессы в 

фазовых со-

d Е2 W2 Е 4 Е р . ф --= --- 2 - Л.Р12W2а 1 зSШ , 
dt 2Q2 

(1) 

dN21 + 
di 

dФ л + "N 2Р12 N Е1Е2 ф v -- = "' 21 - --- а 21 -- cos -
dt h Рз 

-· 4л;р12а (w1 _§_ + w2 _§.,_) Р3 cos Ф, 
. Е1 Е2 

где Е1 и Е2 - медленно изменяющиеся во времени (по сравнению с 

eiwпt , n= 1, 2) амплитуды I'lолей в резонаторе на частотах w1 и w2 со-

~. 
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ответственно; частота рабочего перехода ш2 1 связана с собственными 
частотами резонатора соотношением uщ = w1 + w2; Рз - поляризация 
активного вещества, помещенного в резонатор; Ф=ср 1 +cp2-'\J - раз
ность фаз между полями в резонаторе и поляризацией вещества; 
Q1, Q2 - добротности резонатора на частотах w1, w2; N2 1 - разность 
населенностей между рабочими уровнями; величины Ng1 и Т 1 связаны 
с вероятностью переходов следующими соотношениями: 

N~i = W1з\Vз2- W21 (\Vз1 + Wз.) No, 
W1з\V 32 + W21 (Wз1 + \Vг2) 

Ртп - матричные элементьт дипольного момента; Т тn - время релаксации 
соответствующего недю:1гонального элемента матрицы плотности; рас-

2 2 2 2 2 2 
W10 - W1 W20-w2 Р1з+Р2з 

стройка Л = + - 2лw21 N 0 , N 0- число частиц 
2w1 2w2 .l'iwз1 

в единице объема активного вещества, 

2 2 
а= Р1зР2з А_ 2 (~ W _ ~W )'N 

" ' - 1 9 2 (W w ) т 32 т 31 - О• 
u Wз1Р12 1 "W32 з1 + 32 13 2з 

2 2 
2 (~w +~w) 

n2w~1 (\V 31 + \V з2) Т13 32 Т23 31 
' 

В= 

Члены, стоящие в правых частях уравнений ( 1) и имеющие коэффици
ент пропорциональности а, ответственны за двухфотонные процессы. 

Члены 2А (Е7 + Е~) и 2В (Е7 + E~)N21 связаны с нерезонансным дей
ствием полей Е 1 и Е2 на населенность рабочих уровней. 

Уравнения ( 1) получены в предположении, что второй рабочий 
уровень является метастабилыiым, и считаются выполненными следую
щие условия: 

« Wз1 + Wз2; 
4rcp72 

--·-2 N 21Qп « 1. 
ЬТ12wт 

(2) 

dP dФ 
В работе [4] показано, что производными --3 и -- в первом и четвер-

dt dt 
том уравнениях системы ( l) можно пренебречь, если 

(3) 

Неравенства (2) и (3) будут выполнены, если 

W 13 « 108 сек-1, Qn ~ 5 · 106, Е1Е2 « 188 CGS С. (4) 

Ng 1 « 102i см-3 nри этом считали, что W31 + W32 = 108 сек- 1 ; 



Wn::::::: 1015 сек-1 ; W31 ::::::: 5 · 1015 сек- 1 ; Рiз::::::: р~3 ::::::: 10- 36 DGS8; 

Pi2 ::::::: I0- 4° CGS8; Ттп::::::: 10-10 сек. 

При выполнении условий ( 4) система уравнений ( 1) упрощается и 
принимает виД: 

где 

dN11 + 
dt 

dE2 E~N21 __ I ]Р, -i- = [~1 1 + (Л + f]N21)2 ТТ2 1' "t1 

dE2 
EiN21 -i- = [~2 _1_.] Е~. 

1 + (Л + &N2t)2 ТТ2 "tz 

ETE~N21 2 ? 
= - а ------2~ + 2А (Е1+ Е2)-

1 + (Л + t;N21)2T 12 

- 2В (ЕТ + Е~) N21• 

(5) 

I 6лрт2 I 6Pi2 t ы 
~п= T 12a2wn; а=--Т12а2 ; -=-п; ctgф:::::::-(Л+cN21)T12 • 

n h2 "tn Qn 

Уравнения (5) отличаются от уравнений, анализируемых в работе [2], 
учетом фазовых соотношений. Подобно тому, как это сделано в {2], ве
личину некогерентной накачки W1 з выбираем такой, чтобы можно бы
ло пренебречь нерезонансным действием полей Е1 и Е2 на населенно
сти рабочих уровней. При W1 з)) W2 1 и Q11= 107 это условие сводится к 
требованию 

N 0 « 1 022 см-3 • (6) 

При выполнении неравенства (6) система уравнений (5) запишется в 
виде 

rде 

uz-vz 
"YU + U = ------- Z, 

[1 + (Л1 - Лz)2] 

. vz-uz 
z+z-z0 = z, 

1 + (Л 1- Лz)2 

_ 1 [Е2 v ар2т1 Е2 v ар1т1 ] _ N (P1P2't"T V-- 1 --- 2 -- • Z- 21 --, 
2 Р1 . Р~ аТ1 

1 [Е 1(пt12Т1 + Е2 v( ар1т1 ] No ~1P2"tT U = - 2 -- 2 -- , Zo = 21 • 
2 В1 Pz аТ1 

"t1 Л . ЛТ ~ + t. уТ12Т1 
"У = --, 1 = 12; "' = -~----"~-

Т1 4np1zll У Q1Q2 ' 

x_ _dX t -' -&i· l ---т;· 

В системе возможны три положения равновесия: 

а) v = О и = О z = z0 , , ' 
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Zo (1+2Л,2) + 2Л1Л.-Уr Z~ - 4Л,Л 1z0 -4 (l + Л~ + Л.2 ) 
б) v =О, и'= -------------------

2 (l + Л2) 

z' = 
Zo - 2Л1Л. + V Z~ - 4Л.Л 1z0 - 4 (1 + Л~ + Л.2 ) 

2( 1 + Л.2 ) 

Zo (1 + 2Л2) + 2Л1Л. + v z~ -4ЛЛ1Zо - 4 (1 + л2, + Л.2 ) 
в) v =О, и"=-------------------'------

2 ( 1 + Л.2) 

л' 1 

z"= 
Zo - 2Л1Л- v z~ -4ЛЛ1Zо -4 (l + л~ + Л.2 ) 

2 (1 + Л.2) 

........ z· 
'< ...... 

' 

о л: д, о 

и-Е,,Е, 

Рис . 1. Зависимость стационарных амплитуд полей Е1 и Е2 и разности 
населенностей N21 от расстройки Л1. Ветви и', z' резонансных кривых 
всегда неустойчивы; ветви и", z'' - устойчивы, если выполняется не-

равенство [9] 

(7) 

Второе и третье положения равновесия существуют только при z0 ;:::2 
в интервале расстроек 

л; = - '·;0 
- v(l + Л2) ( :~ - 1) < Л1 < л; = - "-;

0 + 

(8) 

Зависимость и', и" и z', z" от расстройки Л1 изображена на рис. 1. 
Исследование на устоичивость движения изображающей точки 

вблизи плоскости v=O (подобно тому, как это сделано в работе [2]) 
показывает, что состояние равновесия (7, а) всегда является устойчивым 
узлом. Характеристическое уравнение для двух других положений 
равновесия имеет вид ' 

1+л2 l+л2 

z2 1 - V (Л 2 - 1) -:- 1 ] р + [ z2 1 - ( 1 + Л 2)] = О. 
Состояние равновесия (7, 6) всегда является седлом. Характер устойчи
вости положения равновесия (7, в) меняется в зависимости от величи
ны z следующим образом: 

1 + л2 _r 
1 + ~ 2 < 

2 
1 < 3 +у (Л.2 - 1)- 2 у 2 +у (ЗЛ.2 - !) • • /\, -~~--~-~-~---~ - неустоичивыи узел, 

z у 
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з+у(Л2- J )-2-{2+у(зл2-1) < 1 +л~ < у(л.2- 1 )+1 
~---~- - неустойчивый 

'У z2 'У 
фокус, 

у(Л.2 -1)+1 < 1+лi < з+у(л.2- 1) +2-l2+у(зл.2- 1 ) ---'-----'-'-----'--'---'-_;_--'---'-----'-- - устойчивый 
'У z2 'У 

фокус, 

з+ ,•(Л.2 - 1 )+2-{2+у(зл2-1) < 1+л~ --- - устойчивый узел. 
'У ~ 

Если третье состояние равновесия является устойчивым 

1 + л 2 
__ l > у(Л.2 -1)+ 1 

z2 'У 
(9) 

то в системе возможно жесткое возбуждение полей Ei и Е2 в интерва 
ле расстроек (8). Для запуска двухфотонного лазера надо подать на 
него от постороннего источника поле Е2 (или Е1) >Е~и'. Если усло
вие (9) не выполняется, то, как указано в работе [2], в системе сущест
вует неустойчивый предельный цикл. В этом случае при zo~2 13 интер
вале расстроек (8) двухфотонный лазер может излучить только одиноч
ный импульс. 

Для существования 2 и 3 положений необходимо, чтобы No V Wi з~ 
> 5· 1021 см-3сек-,!. (т. е. z0 ~2). Если W1 з= 106 сек- 1 , то No должно 
быть >5 · 10 18 см-3 • Третье состояние равновесия устойчиво, если 
N0 >4· 10 19 см-3 . 

Анализ нестационарных процессов в двухфотонн.ом лазере 
в прибл ижении заданного поля 

Предполагаем величину некогерентной и параметры системы 
ми, что, кроме условий (2) и (3), выполняется неравенство 

Ng, А 2 2 [ 1 В Е2 2 ] 2 2 -+2 (Е1+Е2)- -+ 2 ( 1+Е2) « aE,E2N21 • 
Т1 Т1 

таки-

(10) 

Появление члена EN21 в правых частях системы уравнений (5) вызва
но тем, что при внесении в резонатор активного вещества его собст
венная частота изменяется. При анализе нестационарных процессов 
этот эффект не учитываем . Расстройку Л 1 полагаем равной нулю. 
· При выполнении ( 10) система уравнений (5) приобретает вид 

dS1 = B1S1S2N21 - ~' 
dt Т1 

( 11) 

Е2 
где Sn = __ п_ -- плотность фотонов частоты ffiп, N 21 - разность насе 

л: 
-hw 2 п 
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ленностей рабочих уровней; f - определяет интенсивность постороннего 
источника частоты (.1) 2 ; 

В1 = 4:n:2 (J) 1(J) 2p~ 1a
2T12 ~4·6· l0-28 см6 сек-1 • 

Рассмотрим случай, когда поле Е2 задано от постороннего источника 
с интенсивностью f, а добротность резонатора на частоте (.1)2 достаточ
но мала. Тогда из второго уравнения системы ( 11) имеем 

( 12) 

Считая выполненным условие B1S11:2N21 (( 1, получим, что S2=-r2f=const. 
Интегрируя третье уравнение системы ( 11) для N21 при начальном 

условии N21 (t=-oo) =Ng1, получим 
t 

-B,S, s S,dt 

N21 = N~,e -оо • ( 13) 

Тогда первое уравнение системы ( 11), после несложных преобразований 
принимает вид 

(14) 

t 

где переменная х1 = J S1 dt пропорциональна текущей энергии импуль-
- 00 

1 
са излучения на частоте (.1) 1, u1=B1S2; а 1 =--0- (наличие спонтанного 

T1N21 

излучения можно учесть, задав начальное условие для S1: S 1(-oo) = S 10) . 
Правая часть уравнения ( 14) имеет один или два неотрицательных 

корня в зависимости от соотношения между параметрами и1 и а 1 . 

Если ~ < 1, то правая часть равна нулю лишь при х 1 =0. Это 
а1 

1 
означает, что при S2 < 5 20 = 0 система не возбуждается, т. е. 

81T1N21 
существует некоторая пороговая величина для интенсивности внешнего 

источника на частоте (.1) 2 : 

(15) 

Пpll -0"1 -- _S2 :::;;: 1 (14) V'" правая часть имеет два неотрицательных корня: 
а1 S20 

и 
2 (а1 - а1) 

()"2 
1 

( 16) 

Анализируя уравнение (14), н_етрудно видеть, что корень х,=0 
явJ1яется неустойчивым; xi' - устойчивый корень. Он определяет энер
гию импульса излучения на частоте (0 1 при небольшом превышении по
рога возбуждения ( 15) . 

Если ~ '-'- 1, // то корни равны 
а1 

(17) 
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Энергия импульса излучения xi'' при значительном превышении порога 
возбуждения определяется только свойствами системы и не зависит от 
интенсивности f внешнего источника. 

Уравнение ( 14) может быть проинтегрировано в двух предельных 
~ 1 ~ 1 . s ~ случаях: - ? и - )) . На рис. 2 показана зависимость 1 = --
~ ~ & 

от х 1 • Кривая 1 построена для случая ~? 1, кривая 2 - для случая 
а1 

уравнение ( 14) интегрируется при разложении 

Тогда решение уравнения ( 14) примет вид 

откуда 

s, 

2 

41 
lu 

I' 
' 

Рис. 2 .. Зависимость плотности 
фотонов S1 частоты w1 от х1 = 

t 
= Js 1dt; х1 пропорциональна 
-оо 

I, 

текущей энергии импульса из
лучения. Кр.иван 1 построена 
а.ля случая а1 / а1? 1; 2 - для 

G1 / a1 )) 1 

' [ 2t ] S10 = S 10 ch-2 fo . . 

s, 

S,~ 

о 

Рис. 3. Форма импульса 
излучения на частоте W1. 
а_:. в случае а1 /а1? 1, 
б - в случае а1 / а1» 1 

( 18) 

Импульс излучения на частоте ro 1 при ~ ? 1 имеет симметричную форму 
а1 

2 ,2 о 
8 , а,х, N21 

(рис. 3, а). Его длительность t0 = 
2 

, 
0 

, амплитуда S 10 и энер-
а1х1N21 8 

rия х; (соотношение (16)) существенно зависят от .интенсивности f внеш-
него источника. 

Число активных атомов при излучении импуJ1ьса 

f = - = до N21 (t = + оо) = NZ 1e - a'xl : 

о 1 + ехр [- ;~ ) 
N21 = N21e 

о 
убывает от N 21 при 

В случае ~ )) 1 кривую 2 на рис. 2 можно аппроксимировать в виде 
а1 
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dx1 = N~1 ( 1 - е- а,х,) 
dt 

( 19) 

(20) 

Уравнения ( 19) и (20) легко интегрируются, и их решения имеют вид 
о 

N21 
S 1 = о о -- DO < f < 0, 

( 

N21 ) - o,N21I !+ - 11--1 е 
SIO 

(21) 

(22) 

При больших интенсивностях внешнего источника на частоте w2 ( :: )) 1) 
И]\[ пульс излучения имеет несимметричную форму (рис. 3, 6). Д.1итель
ность его переднего фронта определяется интенсивностью источника 

t - 1 (23) 
~фр - B1Ng1-r:2f ' 

длительность заднего фронта зависит от добротности резонатора на 
частоте w1 

(24) 

(25) 

при ~ ~ с:ю стремится к N~ 1 • 

При излучении импульса разность населенностей убывает как 

Ng1 
Nz1 = 0 -оо, < t <О, (26) 

(
N 21 ) -1 a,N~ 1t 1 + -, -1 е -
S10 

Полученные выражения ( 18), (21) и (22) для импульса излучения характе
ризуют переходный процесс к стационарному режиму (который описан в 
работах [2,3] в двухфотонном лазере в приближении заданного поля. 
Оценим величины полейЕL. Е2 , при которых выполняется условие (10). Счи
таем w21 =1,8·1015 сек.-1 ; w2 = 1,2·1015 сек.-1 , w 1 =О,6 х 1015 сек.-1 , Q1 = 107

• 

а - 4.10-5 CGSE· р2 - 10- .io CGSE· № = 1020 с"-з. w = 25·1015 сек.-1 · 
- ~ t 12 - ' 21 .1t1- ' ЗL ' ' 

2 - р2 - 10- 36 CGSE В - 4 6 .10-28 см- 6 сек. 
Р1з - 22 - • t - ' • 
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Неравенство (10) с учетом выражений (1 3) и (14) ДJlЯ N22 и S1 экви
валентно требованиям: N0 « 1022 см-3 и 

(27) 

Нетрудно видеть, что неравенство (27) выполняется только для uентраль-
т G1 +а 

ной части импульса излучЕ"ния S1 , если 2 )) 1 
. Для описания же 

1"1 G1-a1 

проuесса возбуждения системы (t ~ - (Х)) и ее подхода к стаuионарному 
режиму (t~ + (Х)) надо учитывать спонтанное излучение. Условие возбужде
ния лазера при заданных параметрах системы выполняется, если 

интенсивнос1Ь внешнего источника . такова, что S2 > S20 = 1,3 · 1015 см-3 • 
Пусть S 2 = 1,43 · 1015 см-3 , тогда cr1 = 0,6 · l0- 12 см-з сек; а1 = 

= 0,6-10- 12 см-3 сек;~ = 1,1 и импульс излучения имеет следующие 
а1 

, llUJ1C ' 42 дж f 
параметры: энергия импульса 8 1 = --х1 = -.- , его длительность о= 

8 см2 

о , liUJ1c ' лtгтв 
= ,66 µсек и пиковая мощность Р10 = -- S10 = 60 -- . Если S2 = 

8 см2 

= 13-1015 см-3 , тогда cr1 = 6-l0- 12 сек·см-3 ; а1 = 0,6-1О-12 см-3 сек; 
а 

-
1 == 10, и параметры импульса излучения в этом случае вычисляются по 

а1 

формулам (17), (23) - (25): энергия импульса 8'; = 250 дж/см2 , длитель-

ность его переднего фронта t1ФР = 1, 7 · 1 О- 9 сек, длительность заднего 

фронта t2ФР = 't'1 = 1, 7 · 1 o-s сек, пиковая мощность Р;0•= 12,5 Гвт . 
· см2 

Если 't'2 = J0- 5 сек, то условие (12) выполняется вплоть до 
S1 « 2 · 1018 см-3 . Неравенства (4) также выполняются. Так как длитель
ность лазерного пичка (от внешнего источника) поряJ!ка 1 µсек, то в 
течение 1 µсек S2 можно считать постоянным . Итак, для возбуждения 
двухфотонного лазера требуется некоторое начальное число фотонов 5 20 

на частоте ffi 2 (формула (15)). При выполнении условий самовозбужде
ния в приближении заданного поля Е2 система генерирует импульс час
тоты ffiJ. Форма импульса существенно зависит от соотношения между 
параметрами системы и величины поля Е2. . 

Приближенный анализ нестаuионарных процессов в двухфотонном 
лазере в случае самосогласованного поля дан в работах [4-5]. 

Автор выражает глубокую благодарность проф. Р. В. Хохлову за 
постоянное внимание к работе. 
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