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МНОГОКОМПОНЕНТНЫХ СИСТЕМ 

На основе квантовой статистики получены уравнения гидродинамики для много
компонентных систем в приближении идеальной жидкости. 

В настоящей с~:атье дается обобщение применительно к кван1vJ:juму 
случаю результатов· работы '[!]. Здесь мы также ограничимся получе
нием уравнений гидродинамики в приближении идеальной жидкости. 
Для однокомпонентных систем этот вопрос иссл·~довался в [2], [3] и 14]. 

Рассмотрим взаимодействующую посредс гвом центральных сил 
систему ферми- и бозе-частиц, гамильтониан которой в представлении 
вторичного квантования имеет вид 

Н = ~ \' 'Vt (t, r) (--~) Л')Ji (t, r) d7- ~ Лi 11/Jt (t, г) '!J; (t, r) d; + J 2т1 ,) 

1 ,;;;;;,;;;;м 1 ,;;;;;,;;;;м 

+ ~ _\Vi(t, r)'iJt (t. r)')J ;(t, r)d7+ 
1.;;;i,;;;;M 

+ + ~ ~ 'Vt(t. r)1/Jt (t. r')Фij( l r-r'l )1/Ji(t, r')')J; (t, r)i(i?, 
I<.,i , i<M 

где индексы i, j = 1, 2, .", М относятся к различным сортам частиu и опе
раторы 1/Ji(t. r) и 11Jt(t, r') в представлении Гейзенберга удовлетворяют 
условиям коммутации 

'Pi (t, r) 'Vt (t, r ') ± 'Vt (t, r ' ) ')J; (t, r) = Л (i - j) б (r - r'), 
(2) 

Верхний знак соответствует ферми-частицам одного сорта, а нижний 
бозе-частицам и различным (i=I= j) фермионам. Суммирование по спинам 
трив1иально и везде опущено. 

Для получения уравнений гидродинамики нам потребуются выра
жения для производных по времени от средней плотности ni (t, r) , сред
него потока в (t, ,r) частиц и от средней энергии на одну частицу в (t, r). 
Эти величины определяются обычным образом: 

(3) 
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·!!- = ~ !" дФt ' 1'· (t r) - ' 1'+ (t r) дф; """. 
1, 2 "- дга 't'i • 'У, ' дга / 

~ п2 
п (t, r) е (t, r) = - LJ 4т· ( Л1РtФ; + 11Jt Л'\J;) + 

' l ~i~M 

(4) 

++ ~ sфij( i r-r'/) ( '\Jt (t, r)'\Jt (t, r')'\Jj(t, r')'\J;(t, r))d-;, (5) 
1.:;;; ;,j.:;;;M 

где средние взяты с некоторым, вообще говоря, неравновесным стати
стическим оператором. Суммирование по спинам тривиально и везде 
опущено . 

С помощью ( l) и (2) нетрудно получить уравнения движения для 
операторных волновых функций: 

in дф; (t • г) = - ~ Л'\J; (t, r)-(}.; -И;) '\J; (t, r) + 
дt 2т; 

+ ~ sфik( l r-r'l)'\J;t (t. r' )'\Jk(t, r')'\J;(t, r)d;', (6) 
1.:;;;k.;;;M 

дфt (t' г) п2 in = - Л· 1-+ (t r) + (Л -И·) ,i, :+- (t r) -
дt 2т; 't'i ' ' ' 'У, ' 

- L 5 Ф;k ( 1 r- r' 1) '\Jt (t, r) '\Jt (t, r') '\Jk (t, r') d;' . (7) 
k k .; M 

Перейдем к вычислению производных по времени от (3), (4) и (5). 
Используя (6) и (7) и проводя такие же, как в (4], преобразования, 
получим 

дjf (t , г) 

дt 

(8) 

= ~ д (Лп;) _ ~ ~ _д_ / дфt дф; + дфt дф; " __ 
4т; дга 2т; LJ дг/3 """ дга дr/3 дга дг/3 / 

f3 

дU; 1 ~ s дФ;k(\ R 1) -? - -дг-а n;(t, r)--
2 

LJ ---a-{D;k(t, r, - R ) +Dk;(t, r-R, R)}dR , 
k дR (9) 

( 1 О) 

где 

D"k(t, r, r' -r) = ('\Jt (t, r)'IJ;t (t, r')'\Jk(t, r' )'\J;(t, r)) = Dk;(t, r', r-r') 
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и 

дipt (t, r) + ( ') ( ') " дrа 'i'k t, r 'Pk t, r 'Pi (t, r)) 

Прежде чем перейти к получению уравнений гидродинамики, рас
смотрим состояняе статистического равновесия при Ui =О, которое харак
теризуется обычными параметрами - плотностью числа частиц всех ком
понентов ni (t, r), температурой 8 (t, r), скоростью движения системы 

как целого V (t, r). Для состояния статистического равновесия средние 
типа < ... > ... ni, ... , ... , е, v можно выразить посредством преобразования 

" im·Vr 
операторных функции -ф, -7 е -•- "Фi через значения средних < ... > ... 

~ li 
.. .ni, ... , 8 при V =0. Тогда получим 

( 11) 

где п = ~ п1 и р = ~ min,, а в0 ( ••• ni ... , 0) 
i i 

является средней энергией на одну частицу для состояния статистиче
ского равновесия покоящейся жидкости. Очевидно, что в этом случае 
все диффузионные потоки равны 

!а .а va о 
i = 1 i - nimi = · 

Рассмотрим величину типа 

A,k = ((D11Pt (t, r)) (D2"Ф;t (t, r ' )) (Dз'Pk (t , r ' )) (D4"Фi (t, r))), 

. (12) 

где D v представляют линейные комбин_ации _ из постоянных- и операто
ров дифференцирования по пространственным переменным. 

В силу пространственной однородности состояния статистического 
равновесия 

Aik = Aik tr' - r J .•• ni ... , 8, V). 

В гидродинамике величины 

A,k(t, r, R) = <(D1"Фt (t, ~)) (D2"Фt(t, r ' )) (Dз"Фk(t, r'))(D4"Фi(t, r)) (13) 

и внешнее поле Ui (t, r) мало меняются при пространственных и вре
менных транс{Iяциях. Предполагаем, что величины типа ( 13) доста
точно мало отличаются от соответствующих равновесных значений 
Aik(R J .. .ni(t, r), ... , 8(t, r), ... , Ui(t, r), ... , V(t, r)), причем тем меньше, 

-> 
чем мен1?ше градиенты велиЧJ-!Н ni(t, r), · e(t, r), Ui(t, r) и V(t, r}, 

--+ 
где V И 8 выражаются СОГЛа\:НО 

·а ·а va = _1_:,_ = .!..!._ ' _( 14) 
Р Pi 

.а - ~ ·а - ( .;:;.) 1 - ,;;;;.,, 1 t . Во - Во ••• , ni, .. . , u . 

i 

Для · формального выражения сделанных допущений удобно ввести 
малый параметр µ. Тогда средние рассматриваемого типа · и внешt_rее 
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поле примут вид 

И, (t, r) = йi (-r, ;), 

Aik (t, r, r' -r) = Aik (-r, ;, R; µ), ( 15) 
-+ -+ 

-r = µt, ; = µr. 

В силу сделанного предположения о малости от1<лонения от статн
стичес1<ого равновесия имеем 

- . -(О) -(1) 2 A,k(-r, ;, R, µ) = Ak (-r, ;, R)+µA;k (-r, ;, R)+µ ... , (16) 

где 

-(О) - - - -A;k (-r, ;, R) = Aik (R J •. . ni (-r, ;) ... , е (-r, ;), V (-r, Ш 
и 

va (-r, ;) и ё (-r, ;) 

определяются в соответствии 

V
-a_ та 

- ' 
р 

-- -- - - p-v2 
пе = ne0 ( ••• ni . .. ,е)+ --· 

2 
( 17) 

Выражение A(/k представл яет собой линейную форму по градиен-- - ~ 
там ni (-r, ;), е (-r, ;) v (-r, ;) и u i (-r, ;). -+ -+ 

Переходя в (8), (9) и ( 10) от переменных t, r 1< переменным -r, ;, 
получим 

1 ~ ~ \ дФ·k { 1 -13 1 -13 } ~ + - --'-
13 

- Gik (-r, s. -R) + - Gki (-r, s- µR, R ) dR. (2U) 
µ. ..., дR . mi mk 

i,k 13 

Рассмотрим входящую в (20) величину 

~ ~ S дФ;k {-
1 G~ (-r, ;, - R) + -1 Gfi (-r. ~ - µR , R)} dR . 

.l..J .l..J дRа mi mk 
i,k (t 

66 



Учитывая, что в подынтегральное выражение входит очень быстро убы
дФ ·k 

вающая величина --~-. и проводя в соответствии с ( 16) разложение 
дR 

G~; (-с, s - µR, R) по µR, получим 

~ ~ S дФ~k {-1-G~k (-с, s. -R) +-1-Gf; (i:, s - µR, R)} dR = 
~ -... дR т; mk 
i,k (1 

= -µ ~ -~ _ik R~-kL dR+ 1 

S 
дф ао11. ~ 

~ m k ~ дR11 Щ~ 
i ,k u . ~ 

+ ~ ~ _1_ ~ \ дФ;k_ RriRv а20~, dR +о ( з). 
2 .l..J mk ~ J дR11 дsf!дs" µ 

i,k u,f, ,y 

Мы переменили индексы суммирования и воспользовались четностью 

выражения G~k (-с, s.-R) + G~k (-с, s, R). 
Точно также получим 

= - ~ ~ s дФ;k_ R~ дDk;_ dR +о ( з). 
µ ~ .l...J дR11 дs~ µ 

i ,k ~ 

Тогда, отбрасывая в ( 19) и (20) члены порядка µ и выше, найдем 

~а -
д/ ~ дТ11r, ~ дU; -
~ = ~~-~~ni (-с, s), 

ri i 

(21) 

д(ni) = _ ~ -1- ~ '":"'11 aV; ~5__ 
. д,; ~ т; ~ 1 l дs~ + ~ дsu ' (22) 

i ri (1 

где 

т _ ~ .n2 / aipt дф; aipt дф; , 
u~ - - - ----+----"-+ 

2т; " дr11 дr~ aгfi дr11 
/ 

i 

+ -1 ~ \ дФ;k R~D . (-с t R) dR 
2 ~ .J дRu ki • "'' 

(23) 
i,k 

и 

(24) 

Все средние берутся уже по состоянию статистического рав~tове

сия, определяемому параметрами 71.; (-с, s), e (i:, s) и V (-с, s). Произве-
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im1Vг 

дем замену операторных волновых функций 'Фi ~ e-li-'Ф1 • В состоянии 
статистического равновесия покоящейся жидкости все средние должны 

-+ ~ -31> -+ 
быть инвариантны относительно преобразования r ~ - r и k ~ - k 
( k - волновой вектор) . 

где 

и 

Тогда для величин Taf3 и Sa в нашем приближении получим 

- --a-f} - -
Т af3 - - Р V V - ба13Р ( ... ni ... , О), (25) 

-а -- - - P'i/2 
- -Sa . -V (n80 (. •• ni ... , 8) +-

2
- -Р( ... ni ... , 8), (~6) 

1 \1 s дФ;k а- - - -+ -- 2 ,t.J дRа R Dk; (R / .. . ni .... 8) dR. 
i,k 

При выводе (26) использованы также соотношения 

-а - - - miva - - -G,k(R/ ... n1 • • • , 8, V) = --- Dik( R / ... ni ... , 8) 
2 

-- - - - ~ h
2 ~ / дфt д'!Ji "' п е0 ( .•• ni ... , 8) - - ,-"- --" / + 

2т1 '- дr" дr" - -
; 11 ... ni ... , 8 

.J. ~ s - - --4 + 2 ~ ФikDik(R / ... ni ... , 8) dR .. 
i,k 

Тогда уравнения (21) и (22) примут вид 
~а ·' --а-11 - ~- -!..!____ __ \.--, д (р V У ) _:__ дР ( .. . ni ... , 8) ~ дUi -

д-r - ~ д~ll ща - ~ ща n;, 
11 i 

(27) 

"(28) 

' д~:е) = -- L д:а {va [{пво(." ni "" 0) + р;2 + Р(". п: "" 8)]}-
а 

(29) 

Для полного гидродинамического описаник многокомпонентной 
системы к полученным уравнениям надо добавить выражение для диф
фузионных потоков. Однако легко видеть, что в принятом здесь при

' б'лижении, как и должно быть, диффузия отсутствует. Дейс1'вительно, 
-а (О)':" - -а 
/i('r,~) = J1-p1V =0, 

(О)'":"а • · - - -
так как J 1 ( • •• п1 ••• , 8, V) определяется по состоянию локального 

(О)':'а - -а 
равновесйя й 'В согл-асии с (14) J ; =piV. 
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Введем энтропию на одну молекулу 
дF ( ... n; ... , 8) 

S = - де 

где F ( ... n;, ... , е) - свободная энергия . Тогда точно так же, как и в рабо- · 
те r1], уравнение (29) можно преобразовать к виду 

d; = дs + ~ va д'°S = о. 
d-c д-с ~ д~а 

(30) 

а 

Возвращаясь в уравнениях ( 18), (28), (30) к переменным t, r, по
.r~учим известную систему уравнений гидродинамики идеальной жидко
сти. 

Учет в (23) и (24) членов порядка µ приводит к уравнениям гидро
динамики с учетом вязкости, теплопроводности и диффузии. Этот слу
чай будет рассмотрен в следующей статье. 

Автор выражает искреннюю признательность акад. Н. Н. Боголю
бову за постоянное внимание к работе, а также И. А. Квасникову и 
В . Д . Кукину за ценное обсуждение. 
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