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ПОЛЯ В ТЕОРИИ ЖИДКОСТИ И ГАЗА 

Получено выражение для свободной энергии пространственно однородной фазы n 
приближении самосогласованного поля и •показано, что в применении к жидкости :и газу 
метод модифицированного самосогласованного поля дает результаты, верные качест­
венно и по порядюу величины . 

В предыдущей работе {J] на основе анализа уравнения с самосо­
гласованным полем была установлена его применимость в теории кри­
сталла ·и непригодность в теории жидкости и газа. В настоящей работе 
мы ра·ссмотрим методом модифицированного самосогласованного поля 
пространственно однородную фазу, выясним физический смысл ветвя­
щихся решений исходного уравнения и найдем критерий критического 
перехода. 

Введение 

Уравнение с самосог.1а сованным полем для пространственной плот­
ности p(q) распределения частиц с парным потенциалом взаимодейст­
вия Ф( J q-q' 1) (см . [1]) 

ln {Лр (q)} = -+ s Ф ( \q- q' J )р (q')dq' (1) 

имеет при 'Всех температурах пространственно однородное решение 

р0 = 1~ (N - число частиц в объеме V, Л- нормировочная постоянная v 
функции р (q)). 

Это решение, как известно из теории нелинейных интегральных 
уравнений, является единственным при достаточно малых значениях 

1 
параметра -- , т. е. при достаточно высоких температурах е. При зна-

80 
. б u u 1 

чениях параметра ольше некоторои критическои величины 
60 

появ-

ляются решения, близкие к po=const, или, как говорят, ветвящиеся 
решения. Метод отыскания ветвлений от известного решения нелиней­
ного интегрального уравнения был впервые дан Ляпуновым [2] в его 
работах по фигурам равновесия вращающейся жидкости и позднее 
развивался Шмидтом, Гаммерштейно111 [З], Назаровым {4] и др. [5]. 
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В работах (6, 7, 8) опредеJlялись ветвящиеся решения от распреде­
ления с равномерной плотностью как нелинейного уравнения ( 1), так 
и уравнения ( 1), исправленного на корреляцию плотности в соседних 
объемах и на непроницаемость частиц [6]. Следуя Гаммерштейну-На­
зарову, в уравнение ( 1) подставляются разложения 

Р (q) = Ро + V0o- 8р1 (q) + (00 - 0) Р2 (q) + ... , 
Л = Л0 + -{00- 0Л1 + (00 - 0) Л2 + ... , 

_l =-1 + 0о-0 + 
0 00 0~ 

(2) 

Собирая члены при одинаковых степенях V 00- 0 , получаем систему урав­
нений: 

и 

lnЛoPo=- Р~~о, Ио= SФ( jq- q'l)Po(q')dq', 

Р1 (q) + :: 5 Ф ( / q-q' 1) Р1 (q') dq' = - ~: Ро• 

~ S Ро dq = 1, Ро = ~ ; 

SP1(q)dq=O; 

(3) 

l 
Критическая величина параметра То находится как первое собственное 

значение однородного уравнения (3): 

'Ф ( q) + р; s ф ( 1 q - q' 1 ) 'Ф ( q') dq' = о. (4) 

Это уравнение имеет непрерывный спектр собственных значений, поэто­
му а качестве необходимого дополнительного условия приходится зада­
вать вид предполагаемого решения. 

При требовании периодичности решения, т. е. при отыскании реше­
ния в виде 

'Ф (q) =с ехр {i (k, q)} 

в работах {6, 7, 8) получен критерий возникновения таких решений, и 
этот критерий рассматривается как начало кристаллизации, а само 
распределение плотности с периодической слагающей принимается за 
кристаллическое состояние. 

При этом в работах [7, 8) найденные периодические решения отож­
дествляются с кристаллом, в работе же [6] выражается сомнение по 
поводу такого отождествления *. 

* Полученные ·В работе [6) периодические решения сравниваются с опытом и по­
казывается, что для аргона и ртути теоретически вычисленная температура кристалли­

зации находится в удовле111Зорительном согласии с известной из эксперимента. В моно­
графии [9) это удовлетворительное согласие теории с эксперимен1'ом приводится как 
аргумент правильности развиваемой в [6) теории кристаллизации. 

26 



Мы не только разделяем это сомнение, но и перед тем как в по­
следующей статье развить теорию плавления кристаллов покажем 
здесь, что возникновение при некоторой температуре у уравнения с 
самосогласованным полем ( 1) (или у его исправленного аналога) пе­
риодических решений, установленных в работах [6, 7, 8], не имеет ника­
кого отношения к началу фазового перехода жидкость-кристалл, т. е. 
к кристаллизации, а сами эти решения не соответствуют кристалличе­

скому состоянию. 

Такой результат следует как из самих работ [6, 7, 8], так и из хо­
рошо известных фактов. 

1. Согласно работе [6], в области температуры кристаллизации 
свободная энергия системы с найденным периодическим распределе­
нием плотности меньше ее свободной энергии при однородном распре­
делении. Этим установлено, что в развиваемой теории при кристалли­
зации нет сосуществования жидкой и кристаллической фаз, которое 
является главной особенностью процесса кристаллизации и плавления. 
Отсюда следует, что появление при некоторой температуре периодиче­
ской составляющей у функции распределения плотности не имеет отно­
шения к началу кристаллизации, а удовлетворительное согласие для 

аргона и ртути теоретически вычисленной температуры кристаллизации 
с известной из эксперимента нельзя рассматривать как подтверждение 
такой теории фазового перехода жидкость-кристалл. 

2. В работах [7, 8] начало кристаллизации рассматривается как по­
явление у уравнения ( 1) периодического решения с бесконечно большим 
периодом (k-+0). Это означает, что процесс кристаллизации жидкости 
в большом сосуде начинается с того, что в одной половине сосуда си­
стема приобретает меньшую плотность, в другой половине - большую 
плотность; по мере дальнейшего понижения температуры происходит 
непрерывное уменьшение периода такого расслоения системы, потом 

появляется расслоение с двумя периодами * и т. д. С таким представ­
лением о процессе кристаллизации трудно согласиться. 

Найденный в работах [7, 8] критерий возникновения периодических 
решений у уравнения ( 1) имеет, как мы увидим, определенный физиче­
ский смысл, но он не является критерием кристаллизации, как утверж­
дается в этих работах. 

Выбор же за начало кристаллизации появления второго корня пе­
риодичности распреде.1ения плотности, как принято в [6], соответствует 
не кристаллизации, а границе устойчивости пространственно однород­
ной фазы. 

3. Согласно работам [6, 7, 8] решения с периодической плотностью 
возникают непрерывно из решений с однородной плотностью. Это озна­
чает, что в противоречии с опытом теплота кристаллизации равн~ ну­

лю. Отсюда следует, что найденные в работах [6, 7, 8] периодические 
решения уравнения ( 1) не имеют никакого отношения к кристаллу, для 
получения которого, как известно, необходимо у жидкости обязательно 
отнять некоторое количество скрытой теплоты . 

4. В работах 1[6, 7, 8] устанавливается, что разность плотностей кри­
сталла и жидкости вблизи температуры кристаллизации Т0 определяет­
ся величиной -V То-Т. В действительности же такой температурной 
зависимости для разности плотностей этих фаз не существует. Отсюда 

* В работе [6], в отличие от работ [7, 8], за начало кристаллизации лринимается 
температура, при которой появляется второй корень периодичеоког.о распределения 
плотности и эта температура, согласно [6], для аргона и ртути наход1ится в удовлетво ­
рительном сог.~асии с известной из экоперимента. 
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также следует, что полученные в работах (6, 7, 8] периодические реше­
ния уравнения ( 1) не имеют отношения к кристаллу. 

Возникает вопрос - каков действительный смысл этих и вообще 
ветвящихся решений уравнения с самосогласованным полем? 

§ 1. Физический смысл ветвящихся решений уравнения 
с самосогласованным полем. Свободная энергия пространственно 

однородной фазы 

Уравнение с самосогласованным полем допускает любое простран­
ственно однородное распределение частиц при произвольных темпера­

турах. Обращаясь к термодинамике или опыту, мы с неизбежностью 
приходим к выводу, что возможное для данной системы из N частиц 
при разных температурах любое пространственно однородное решение 
уравнения с самосогласованным полем соответствует состоянию веще­

ства выше критической температуры. Действительно, только при таких 
температурах, как известно, у системы можно изменять удельный объ­
ем от очень малого до очень большого значения, так что ни при каких 
давлениях невозможно существование жидкости в равновесии с паром. 

Поэтому появление при некоторой температуре То у уравнения ( 1) око­
ло 'Решения с однородной плотностью нового решения указывает на то, 
что при этой температуре состояние системы с равномерной плотно-

стью находится на границе устойчивости ( ( :~ )т = О) , а непрерывное 
возникновение ветвящегося решения (как это предполагается в методе 
ветвлений) около данного устойчивого пространственно однородного 
означает, что при уменьшении температуры ниже То это состояние с 
однородной плотностью становится неустойчивым и система непрерыв­
но переходит в новое устойчивое состояние с неоднородной плотностью. 
Но непрерывный переход системы из устойчивого состояния с прост­
ранственно однородной плотностью в состояние с неоднородной плот­
ностыо возможен лишь при критическом переходе, при котором не толь-

ко ( :~ )т = О, но и ( :~ )т = О и когда (при наличии бесконечно малого 
внешнего поля) вверху сосуда будет вещество с одной плотностью 
(газ), а внизу - с иной (жидкость). Следовательно, начало ветвления 
решений уравнения с· самосогласованным полем около пространственно 
однородного физически соответствует критическому переходу*. 

Этот результат получен из физических соображений, однако его 
можно установить и исходя из найденного в [1] выражения для функ­
ционала свободной энергии и уравнения с самосогласованным полем . 
Запишем уравнение ( 1) в виде 

р (q) = Л. ехр {- и ~q) } , 

u(q) = SФ(lq-q'\)p(q')dq'. 

(5) 

(6} 

Умножив (6) на р (q) и интегрируя по q, с помощью (5) находим 

S и (q) ехр { - и ~q) } dq = Л. J Ф ( / q- q' \) ехр {-и (q) ~и (q')} dq dq'. 

* Поскольку ура~внение с самосогласованным полем неудовлетворительно для газа 
и жидкости, то начало ветвления его решений физически лишь соответствует критиче­
скому переходу, но не определяет этот переход, что непосредственно видно из ( 10} 
(см. также [ll]) . 
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Подставл яя сюда вместо Л ее значение из условия нормировки 

S p(q)dq=N, замечаем, что два последних члена в найденном Р] выра­
жении функционала свободной энергии (формула (111) работы {1 ]) яв­
ляются подобными; складывая их, находим следующее выражение для 
свободной энергии равновесной системы: 

и (q) 

. е _ и(q) N J u(q)e- -в-dq 
F ~ -N8In-5e в dq--·-=--------

N 2 и (q) s e- -B-dq 

(7) 

где и ( q) . опр еделяется уравнением ('6). 
Найдем р (q) и u(q) в случае пространственно однородного реше­

ния уравнения (6). Если р (q) =А =const, та 

откуда 

и (q) =А S Ф ( 1q-q'1) dq' =А J Ф ( 1q1) dq, 

р (q) = Л ехр {- : 5 Ф ( / q 1) dq} =А, 

s p(q)dq = ЛVехр{- ~ s Ф( lql) dq} = AV = N, 

А = !!_ , Л = !!_ ехр {_!!_ S Ф ( 1 q 1 ) dq} v v ev 
и, следовательно, 

P0 (q)=-, и(q) = - Ф(/ql)dq. N N \ 
v v . 

Подставив (8) в (7), получим свободную энергию (ее конфигураци­
онную часть) пространственно однородной .системы (реальный газ или 
жидкость): 

F=-N8In-. + - Ф(lql)dq. eV N2 s 
N 2V 

(9) 

Дифференцируя (9) по объему, найдем термическое уравнение состоя­
ния пространственно од'Нородной фазы в приближении самосогласован­
ного поля: 

N8 №! 
р = -v-+ 2v2 ' 

(10) 

FДе 

'!= SФ(/q/)dq. 

Анализ этого уравнения дается в [1 .1]. 
Из ·(10) видно, что уравнением состояния идеального газа 

(Ф( lql) =0) является хорошо известное уравнение Клапейрона, т. е. 
для идеального газа уравнение с самосогласованным полем является 

точным. Это и естественно, так как в этом случае условие мультипли­
кативности бинарной функции распределения выполняет:ся точно, а 
вопрос о дефекте уравнения с .самосогласованным Полем совсем не воз­
никает. 
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§ 2. Критический переход и вопрос о применении метода 
самосогласованного поля в теории жидкости и газа 

Коэффициент устойчивости однородного распределения плотности. 

очевидно, равен 

(_!Е___) = -~--!!!__5Фclql)dq. 
дV т V2 vз 

(11) 

Это распределение будет на границе устойчивости, и при дальнейшем 
понижении температуры система непрерывно перейдет в состояние с 
неоднеродной плотностью, если она находится в критическом состоянии 

с параметрами Тя., Vя., ря., в котором (др) =О. Из (11) находим кри-
дV Tk 

терий критического перехода 

Tk = - Р: s Ф ( 1q1) dq, ( 12) 

который в точности совпадает с критерием кристаллизации Власова [8]. 
Как видно из ( 12), при критическом переходе системы между ее 

частицами должны превалировать силы притяжения: 

(13) 

Таким образом, ветвление решений уравнения с самосогласован­
ным полем около решения с однородной плотностью физически соответ­
ствует критическому переходу вещества из закритической области в до­
критическую, а температура появления ветвлений есть критическая 
температура Тя.. Критерий «кристаллизацию> Власова в действительно­
сти имеет смысл критерия критического перехода '''. 

Если под плотностью распределения р понимать не распределение 
атомов, а раопределение, например, ·. намагниченности, то ветвление 

решения соответствующего самосогласованного уравнения около равно­

мерного распределения будет соответствовать непрерывному переходу 
магнетика из парамагнитного состояния в ферромагнитное в точке Кю­
ри, т. е. фазовому переходу второго рода. 

Таков физический смысл математического понятия ветвления реше­
ний и самих ветвящихся решений уравнения с самосогласованным по­
лем. Нетрудно видеть, что приведенные во введении соображения о том, 
что найденные в работах (6, 7, 8] периодические решения уравнения ( 1) 
не имеют отношения к кристаллизации и кристаллу, находятся в пол­

ном соответствии с таким пониманием смысла ветвящихся решений 
уравнения ( 1) около решения с однородной плотностью. Возникновение 

* Как известно, спинодаль (кривая, определяемая уравнением (:: )т =0) отде­
ляет устойчивые сосrояния системы от неустойчивых (в которых она реа.~ьно существо­
вать не может), а область между спинодалью и бинодалью (линией фазового равно•ве­
сия, определяемой из равенс11ва х·и~mческих потенциалов сосуществующих фаз) 
представляет состояния устойчивости только в отсутствии второй фазы и называется 
областью метастабильных состояний. При прохождени1и системы из об,1асти устойчивых 
сос.тояний через сrrnнодаль ее состояние с однороднюй плотностью невозможно и она 
скачком переходит ·В ус-гойчивое двухфазное состояние. В критической точке спинодаль 
11 бинодаль имеют как на д:иаграмме V, р, так и llla д1иаграмме S, Т общую касl\тельную, 
а параметры обе:их фаз ·С()Вnадают. Поэтому лишь .прй -прохождении через критическое 
состояние (.из закритической области) возможен непрерывный переход от однофазноfr 
к двухфазной системе. Именно этому переходу соответствует математическая теория 
ветвлений решений уравнения с самосогласованным полем. 
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кристалла из жидкости, как и вообще фазовые переходы первого рода. 
принципиально нельзя получить методом ветвлений. 

Развиваемые здесь представления о физическом смысле ветвящих­
ся решений уравнения с самосогласованным полем !Приводят к возмож­

ности существования при больших давлениях критической точки на 
кривой равновесия двух кристаллических модификаций одного и того 
же вещества с одинаковой симметрией, но с разными периодами решет­
ки. В самом деле, в {1] 'было показано, что уравнение ( 1) при 8 = 10 имеет 
кристаллические решения, с периодом, определяемым из минимума 

энергии. 

При большом внешнем давлении эти решения тем более сохраня­
ются даже при достаточно высокой температуре; при этом период опре­
деляется из минимума свободной энергии. Ветвление решений уравне­
ния ( 1) при некоторых значениях давления и температуры около извест­
ного периодического*, согласно изложенной идеологии, будет тогда, 
когда состояние вещества с одним периодом во всем пространстве, на­

чиная с этих р~ и 8~, будет находиться на границе устойчивости и си­
стема переходит в состояние с двумя разными периодами, которым 

соответствуют находящиеся в равновесии две кристаллические поли-

морфные модификации. В самом состоянии ветвления решений(:~ ) 0~= 
=0, что представляет собой полиморфную критическую точку, в кото­
рой кончается кривая фазового превращения первого рода одной кри­
сталлической модификации вещества rв другую кристаллическую моди­
фикацию с одинаковой симметрией решетки, но разными периодами. 

По нашему мнению, этому выводу теории соответствует полиморф­
ное превращение церия, единственное в настоящее время известное 

фазовое превращение первого рода {12], при котором происходит изме­
нение постоянной кристаллической решетки, но сохраняется ее симмет­
рия (обе модификации а и а' церия имеют кубическую гранецентриро­
ванную решетку). При этом тепловой эффект и разность объемов а- и 
а'-фаз уменьшаются, приближаясь (в пределах точности эксперимента) 
к нулю, когда температура и давление достигает соответственно значе­

ний f=280°C, р=.18500 кг/см2 . 
Для определения критической температуры необходимо в (-17) про­

вести устранение дефекта уравнения с самосогласованным полем, по­
этому критическая температура системы жидкость-пар равна 

00 

Tk = - ~ S Ф(r)r2 dr, 
d 

(14) 

где d - параметр обрезания потенциала в окрестности нуля, значение 
которого приходится выбирать из дополнительных физических сообра­
жений, причем для разных величин оно разное [11]. 

Поэтому для пространственно однородной системы необходима ре­
гуляризация метода самосогласованного поля на малых расстояниях. 

Этот вопрос будет рассмотрен в другой работе. Пока же мы вносим 
лишь то улучшение метода самосогласованного поля, что устраняем его 

дефект, обрезая потенциал в нуле на некотором расстоянии d, подби­
рая его в случае жидкости и газа из тех или иных дополнительных 

физических 'Соображений. 

* О 'ветвлении решений уравнения ( 1) около периодичес·кого см. [8J. 
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Из приведенного в настоящей работе рассмотрения видно, что та­
кой модифицированный метод самосогласованного поля в применении 
к жидкости и газу не является количественно точным и что его при­

менение к этим системам дает результаты, верные качественно и по 

порядку величины. 

ЛИТЕРАТУРА 

1. Баз ар о в И. П . «Вести . Моск. ун-та», сер. физ., астрон., № 5, 1966. 
2. Ляп у но в А. Известия Академии Наук. Петербург, 1906. 
3. Натте r s t е i. n А. Acta Math., 54, 1929. 
4. Н азар о в Н . Нелинейные интегральные уравнения типа Гаммерштейна, 1941. 
5. L i с h t е п s t е i n L. Vorlesuпgeп iiber eiпi.ge Юаssеп nichtliпeareп Integralglich un-

geп. Berliп, 1931. 
6. Т я блик о в С. В . ЖЭТФ, 17, 386, ·1947. 
7. Влас о в А. А. ЖЭТФ, 18, 840, 1948. 
8. Влас о в А. А. Теория многих частиц. М., ГИТТ Л, 1950. 
9. Фре н к ель Я. И. Статистическая физика. Изд-во АН СССР, 1948, стр. 513. 

10. Боголюбов Н. Н. Проблемы динамической теории в статистической физике. 
М" ГИТТЛ, 11947. 

11. Б аз а р о в И. П . «Журн. физ. химии», 15, о 11, 2776, 1966. 
12. Понят а в с кий Е. Г. ДАН СССР, 120, 1021, 1958. 

Поступила в редакцию 
1. 6 1965 г. 

Кафедра 
теоретической физики 


