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ПОВЕДЕНИЕ СИЛЬНО ЛЕГИРОВАННОГО ПОЛУПРОВОДНИКА 

В ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ 

Рассматривается задача о плотности состоЯJНий сильно легированного полупровод
ни1<а во внешнем постоянном электрическом .поле. Получены явные формулы в сравни
тельно слабых и сильных полях. Роль внешнего поля может играть поле дислокаций. 
рассматриваемое приближенно пост,оянным. 

Введение 

В настоящей работе исследуются плотности состояний сильно ле
гированного полупроводника в электрическом поле. Учитывается внут
реннее поле примеси, а также кулоновское взаимодействие между 
электронами. Мы ,считаем, что электроны создаются однократно иони
зованными примесными центрами - донорами (аналогично обстоит 
дело для дырочного полупроводника при наличии акцепторной при
меси). 

Постановка задачи - та же, что и в работе (l], только здесь учи-
-+ 

тывается ·наличие внешнего электрического поля на1пряженности Е 
(поле в образце), которое постоянно как во времени, так и в простран
стве. Уравнения для фурье-образа запаздывающей функции Грина в 
данном случае имеют вид 

{в+µ+ с+ i'l'j + ___!:__ v2 - и (;)-ев;}а <;, ;'; в)-
2т х 

- dzM (х, z; в) G (z, х'; в)= - 6 (х-х'), S
~ -Э--+ -).-). --+-+ 

(1) 

{ 
fi2 4 4-+} ..... 4 

в+µ+ с+ iТJ + ~ v~, - и (х') - еЕх' G (х, х'; в)-

- dzM(z,x'; в)G(x,z; в)=-6(х-х' ), S
-+ ' 4--+ -+-+ -+-). 

(2) 

..... 4 

где в - энергия, отсчитываемая от уровня Ферми µ; 1'J ~+О; G (х, х'; в)
фурье-образ однофермионной функции Грина; С - «перенормировочная» 

-+ N 7 -}. -+ -+ 

константа; и (х) = ~ V (x-Xi); V (х -Xj) - экранированный потенциал 
i=l 

4 

отдельного примесного атома, расположенного в точке Xi; N-полное число 
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атомов примеси в кристалле; М - массовый оператор, учитывающий куло
новское взаимодействие между электронами. 

Как показано в работе [1], учет массового оператора в первом не
исчезающем приближении по константе взаимодействия сводится лишь 
к изменению закона дисперсии и перенормировке уровня Ферми. По-

1 

3 
скольку роль малого параметра играет здесь величина Л= (nao) 

2 

(п - концен1'рация примеси, равная концентрации электронов; ао - бо
ровский радиус в кристалле), учет изменения закона дисперсии в рас
сматриваем приближении фактически не нужен. 

§ 1. Плотность состояний 

Введем новые переменные 
-Эо- ? -э. -э. -+ -+ 
х + х' = 2г, х-х' = х 

и составим полусумму и разность уравнений ( 1), (2). Пренебрегая выс
шими производными от и, так как потенциал и можно считать медлен

но меняющейся функцией координат, получим 

(а, ~ = 1, 2, 3) 

{ 
112 )12 -+ +-• 

в + µ +с+ iri + 2-;;;v; + 8mv~ -u(R)-eER-

1 iPu } -+ -+ -+ 
- -ГаГ13 дR дR G(r, R; в) = - б(г), 

8 а f3 
(3) 

-+ 

{ 
Л ~ ., ди(R) .... ~} -+ -+ 

-;;;- (V~R) - Га дR.а - еЕг G (г, R; в) = О. (4) 

По существу получается одно уравнение (3), а равенство ( 4) пред
ставляет собой дополнительное условие, накладываемое на решение 
уравнения (3). 

Введем безразмерные переменные, измеряя все энергии в единицах 
подходящей характерной энергии g, а длины - в единицах а= 

n 
Обозначим ffi=в+µ (ffi есть энергия, отсчитываемая от 

(2mg)' /z · 

дна зоны проводимости в чистом материале). 
Решение уравнения (3) в символическом виде есть 

00 

G (-;, R; ffi) = i 5 dse-2s+iыs+;cs ехр {is [ v; ++ Vk - и (R) -
о 

..... E-+R 1 a2u ]} ... -+) -е -3ГаГ13 дRадR13 u(r. 
-+ 

Пользуясь плавностью функции и (R), можно приближенно «выпутать» 
is 2 . 2 
-VR ISVr Q 

()Ператорные множители е 4 и е . граничиваясь второй производной 
..... 

от и (R), получаем 
00 

G (;, R; ffi) = i 5 ds S dk ехр {- ris + is ( ffi + с - W k - и ( R)) + 2nik; -
о 

• ->-+ 52 isЗ -> 9 is 2 iPu 
-iseER + -v~и - - (еЕ + V Ru)- - -(2n) kak13 дR дR -

4 12 6 а f3 
i:rr. 2 k д2и is д2и is5 } 

--2-s Га f3 дR дR - - ГаГf3 дR дR +-- е2Е2 (v~и) . 
а f3 8 а f3 240 ,, 
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2 ?4 

Отбрасывая члены , содержащие vя.и, V я.и, и включая член -eER 
в ffi (учет отброшенных членов в нашем приближении не приводит к 
.существенной добавке), находим 

00 

G (;, R; ro) = i .\ ds s dk ехр {- ris + is (ro +с- wk - и t-R))-
0 

isз ?4} - - е2Е2 + 2nikr , 
12 

) 
где Wk = (2nk)2

; J dk означает тройной интеграл с бесконечными пре
делами . 

Усредняя функцию Грина по всем хаотично расположенным атомам 
примеси и считая все значения координат каждого примесного атома 

равновероятными, получаем 

где 

00 

( G (-;, R; ro)) = i S ds J dk ехр {- ris + is ( ro - W k + с) + 
о 

?? isз } 
+ а (s) + 2nikr - - е2Е2 

, 
12 

а (s) = п 5 d; { e-isV(7) - 1 } · 

В силу условия нейтральности выбор С = ia' (О) остается в силе, как 
в [l]. Обозначая 

~ 

для G (k, ro) получим выражение 
00 

4 s { isз } G (k, ffi) = i dsexp -ris + is(ro - W k) + а, (s)- 12e2E2 , 
о 

где 

а, (s) = п s d; { e-isV(;:) - 1 + isV (;) }· 

Плотность состояний р ( ro) дается формулой 

р ( (t)) = ~ j dkll;t/1 ( k' (!))' 

подставляя (5) в (6), получаем 
00 

(5) 

(6) 

Р (ro) = ~ ~ dklmi S ds ехр {- ris + is (ro - Wk) + а, (s) - ils~ е2Е2 ). (7) 
о 

Основной вклад в интеграл по s в (7) дают малые значения s, поэтому 
? 

можно e-isV(r) разложить в ряд. Ограничиваясь членом s3 , находим а, (s) ~ 

~vs2 + ~
3 

п S drV3 й, где v =--%- S d;V2 Й > О . 
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r 

J
.-. 4 4 --+ е2 е Го 

Для вычисления интеграла 1 = drV3 (r) подставим V (r) = - - · --
х r 

(х - диэлектрическая проницаемость среды, r0 - радиус экранирования). 
Поскольку в непосредственной окрестности примесного атома поле не 
имеет указанного вида, естественно нижний предела интеграла / брать не 
от нуля, а заменить величиной порядка постоянной решетки d. Тогда 

1 = 4л:ев Е. (-~) 
хЗ J. Го ' 

где Е; (х) - интегральная показательная функция. 
Для вычисления плотности состояний глубоко в запрещенной зоне 

разложение по степеням V неприменимо. Этот случай требует специ
ального рассмотрения. Следоват~льно, за исключением этих значений 
энергии ro, плотность состояний принимает вид 

где 

р (ro) = ~ S dklmi S ds ехр {is (ro - Wk) - vs2 
- ias3

}, 

о 

(8} 

(9) 

Как видно из вt1ражения (9), в плотности состояний фигурирует не 
истинное внешнее поле, а эффективное*: 

2Е2 
е ~ФФ 

а= 
12 

При этом 

Е = [в2 _ 48л:тп114 Ei (- 3r
0

d ) ] 
1

1 •• 
эФФ n.2хз 

Чтобы перейти к размерным величинам, необходимо в правую часть 
формулы (8) ввести множитель (2m) 31• ·n-3• Соответственно первый 
член в правой части (9) имеет вид 

е2Е2 ]j2 

а1 = _1_2_ 2т · 

Причиной отличия ЕзФФ от Е является, очевидно, по.1е примеси. 
Однако эффективное поле заметно отличается от истинного лишь в сла
бых электрических полях и при больших концентрациях примесей. 

Удобно по отдельности рассмотреть различные частные случаи. 

§ 2. Случай сильного поля 

Пусть 

~/ « 1, 
а • 

(10) 

т. е. характерная энергия электрона в электрическом поле достаточно 

велика по сравнению с энергией его в поле примеси. 
В этом случае удобно сначала брать интеграл по s. В силу ( 10), 

экспоненту, содержащую s 2, можно разложить в ряд и ограничиться 

* Еэфф фигурирует лишь в плотност.и состояний и не имеет никакого отношения к 
явлениям переноса. 
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первым малым членом. Сделав подстановку u3 =ras3, приведем форму
лу (8) к виду 

00 

р (w) = --
1

- dklmi 1 + -,--- · due-i~u-1и', 2 S -+ ( v а2 )}. . . 
na /з а /s а~2 

о 

где 

-? 

Заметим, что ~ зависит от k, поэтому нельзя его вынести из-под знака 
-+ 

интеграла по k. Интегрируя правую ча.сть по переменной и и вычисляя 
производную по ~, получаем 

p(w) = n-f~a'lз S dk(1 + a~-;-v)y'f, K, 1, (2у'12 ) при у>О, 

р (w) = -~ -s dk ( 1 - ~ /у 1) J v /'/, (!-'/, (2Jу1'12 ) + J,1, (2 /у /'/2 )) 
За/, \ а ls 

при у< О. 

Здесь / (х) -функция Бесселя, К (х) - функция Макдональда. Введем 

обозначения: х = 21 у /'12; у= 2у'12 ; х0 = 2 (~ )'
12

; у0 = 2 (~1 1 ) '
12

. 
За ' ' За • 

После преобразований плотность состояний принимает вид · 

l r -. / ( а ) 'lз 2 ( vy'ls ) 
p(w) = 2-fзnз .) dy V w+ 3 4 y l•K11, (у) 1 + (2а)'lэ + 

о 

-+ 6~2 I dx V w - 3 ( : ) '/, х2/з (/-'/, (х) + J,1, (х)) ( 1 - (~::~~. ) 
о 

при w >О, ( 11) 

р (w) = 1 soo dy -. J (J) + 3 ( а4 )'lз у21, К1 1, (у) ( 1 + vy2/, ) 
2 -f зnз V (2a)

2
/s 

Уо 

при w <О . (12) 

Формулы (11) и (12) удается упростить в некоторых предельных 
случаях. . 

Пусть w >О и w « 3 ( : )'
1
'; тогда формула (11) дает 

p(w)=---6 __ 1 + ~· 6 
а't•г ( ~) ( г (-1 

) 

4n2 -f n а' lз г(+) 
+--;- · г( +) )· (13) 

а/, 6-f n 

Пусть w >О и w » 3 ( : )"'. При этом 

1 -{ a't. r -(Зг (+) 
p(w)=-Vw 1+-

2n2 w I_ 4n 

.узг( +) ] + 
24 Jf л;.2'1. 
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v [ г(f) 
+ а.'fз 2:rt уЗ + 

г (+) ] з'/. ( (J) ) '/. ( '\1 ' /, ) 

12 yЗ:rt 2'/, + 2 yn 7f: а'!, - ~ Х 

х sin [ 2 ( з:t. )'1• - : )} · (14) 

Из формулы ( 14) заключаем, что плотность состояний при очень 
больших положительных w имеет в основном такой же вид, как и в 
идеальном полностью . вырожденном электронном газе. Добавляется, 
однако, осциллирующий член (с коэффициентом, который .всегда меньше 
единицы). Приближенная оценка периода осцилляций дает 

Л (-!-) = З:rten ~ _!!!!__ 
Е 2 у2тµз ~ :rtnl12 · 

Мы видим, что период осцилляций р (w) как функция f не зависит 
от напряженности электрического поля. Эти осцилляции, по-видимому, 
могут проявиться в некоторых тонких эффектах, например, в появлении 
осциллирующей добавки к плазменной частоте при явном учете элект-
рического поля. 

Пусть, наконец, w <О, 1w1 « 3 ( : )'1'. 
Здесь оказывается справедливой прежняя формула ( 13). 
Если положить v=O (т. е. поле примеси не учитывать), получим 

плотность состояний в электрическом поле для нелегированного полу
проводника. Для этого необходимо в формулах ( 13) и ( 14) подставить 
v=O, а= ·а1. 

Для полноты получим формулу для плотности состояний глубоко 
в запрещенной зоне в нелегированном полупроводнике. Cor ласно ( 12), 
пользуясь асимптотическим пр·едставлением дл я К•1 , и разлагая корень 
в ряд, получаем известный результат (2, 3]: 

p(w) = 
1 (~)

11

'ехр{-2(~)'1'}· 
8:rt2 у :rt 1(J)1 За/• 

§ 3. Случай слабого поля 
Пусть теперь 

__::-/ « 1. 
'\1 • 

(15) 

В этом .случае в формуле (9) удобно сделать подстановку vs2=u2 и 
-? 

брать интеграл сначала по k. Используя известное равенство 

lim 
1 

. = Р - 1 + iлб (s), 
ТJ .... +о s ± t'Y) s 

где Р- означает главную часть, находим для плотности состояний 

v'I• -~ s"" _ _2 { (J) а. } р ( w) = -.1- 1 те 4 р -f · duu 2 ехр i -,1- и - u 2 - i-,1- u2 ( 16} 
4:rt • '\1 2 '\1 • 

Uo 

(символ p·f · означает конечную (при ио-+0) часть стоящего справа ин
теграла). 
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Согласно условию ( 15), последнюю экспоненту в ( 16) можно раз
а 

ложить в ряд и ограничиться первым членом по - ,1-. '\1 2 

Далее, переходя к новым переменным и = t2 и вводя обозначения 
(J) 

q = -,
1
- , приведем выражение (16) к виду 

'\1 ' 

v'I• i _::. ( д За а2 ) ( а аз ) 500 

р ( w) = - . - / те 4 q + 2- + -, --- 1 + -, - -- e-tЧiqt' dt. 
л; l• дq vl• дq2 vl' аqз 

о 

( 17) 
Интеграл в ( 17} равен 

V
- q' 

- - / 1 - + il 1 - е 8 л: q [ ( q2 ) ( q2 ) J - -
4 2 -4 \ 8 4 8 -

при q > О, 

: i! 1~1 [ / - -{- ( ~ ) + и -тС ~ ) J е- q; при q< О, 
где In (х) - функция Бесселя мнимого аргумента. 

Рассмотрим сначала случай w > О (q >О). При !f_ « 1, для плотности 
8 

состояний вблизи дня зоны проводимости находим 

p(w) = v'l•г(-f) (l + wг(+) ___ а . г(+)) (lS) 
2 У-2л:n2 v'l24r ( +) v'f, lбГ ( +) . 

Видно, что учет электрического поля при условии ( 15) дает малый 
отрицательный вклад. Это уменьшение .р ( w) есть результат того, что 
глубоко в запрещенной зоне при наличии внешнего электрического по
ля плотность состояний, вообще говоря, отлична от нуля, а nолное чис
ло состояний должно быть постоянным. 

q2 
Пусть теперь по-прежнему w>O, но -))1. Тогда 

8 

p(w) = - 1-Vro(l- _v_ - ~. ~ + ~~): 
2л:2 4w2 4 w4 8 wз 

Отметим, что a/w3 есть результат второго порядка малости. Таким 
образом, при условии ( 15) р ( w) не отличается от соответствующего 
выражения ·работы (1], которое получено в отсутствие внешнего поля. 

К:ак показано в [1], в сильно легированном полупроводнике L )) 1, 
. 8v 

где µ - уровень Ферми, отсчитываемый от дна зоны проводимости. По
этому учет внешнего nоля в этом случае не дает почти никакого изме

нения в плотности состояний вблизи уровня Ферми. Разумеется, поправ
ка за счет поля примеси остается. 

Наконец, в случае w<O, L « 1 результат совпадает с (18). 
8 

§ 4. Плотность состояний глубоко в запрещенной зоне 
К:ак было сказано выше, глубоко в запрещенной зоне формула (8) 

неприменима. Для вычисления р (w) при w<O, когда 1011 намного боль
ше как по отношению к характерной энергии электрона во внешнем 
поле, так и по отношению к характерной энергии в поле примеси, рас
смотрим модельный пример (!]. 

V(r) = ± g8(rc-r), (19) 
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б 4
:n: ~ в " ( 19) где Гс - «радиус ямы»; о означим V 0 = -
3
- с· ерхнии знак в со-

ответствует отталкиванию, нижний - rпритяжению. 
Пользуясь формулой (7) и учитывая (6), (19), получаем 

00 00 

p(ffi) = ~ e-nv. ~ (n~~)l Imi S dk.f dsexp{is(ffi ± nv0g+lg·-Wk)-ia1s3
}. 

i=O О 

Пусть, в частности 

-1 ffi / ± nvog + lg <О, / ffi / + nv0g ± lg )) 3 ( : 1 
)'/,. (20) 

Тогда, подобно § 2, 
1 

р (ffi) = e-nvo '\"'\ (nv0)
1 (---З_а_1 ___ )4 Х 

8:n:2 .,! :n: ~ l! 1 w 1 +: nv0g ± lg 
l';з:О 

х ехр{-2 ( 1w1 + n~0g ± lg )
3/2 }· 

За/' 
(21) 

Здесь в случае притяжения (нижний знак) целое число l ограничено 
некоторым lm, при котором выпоJ1няется еще прщзое неравенство ·(20), 
а для отталкивания l принимает любое целое значение. Полученное 
выражение (21) является общим для не слишком слабого электриче
ского поля, ибо оно дает вид плотности состояний как в случае а'/• /) g 
(сильное поле), так и в случае а~/, ,...., g (промежуточное поле). Послед

ний на реальном 'Примере рассмотреть не удалось: интеграл в формуле 
(8) аналитически в общем случае не берется. Однако выражение (21) 
в виде суммы весьма сложно, ограничение первыми несколькими чле

нами в сумме по l недопустимо. Это связано с т•ем, что при увеличении l 
соответствующие члены убывают медленно при nvo> 1, хотя ряд схо
дится. 

В случае .слабого электрического поля (а~/, « g) вид плотности со-
стояний глубоко в запрещенной зоне в основном определяется полем 
примеси: вклад внешнего поля оказывается незначительным. 

Определим критическое поле Ео согласно условию v'/2 = ra 1 (Е0 ), 
тогда при концентрации примеси п,..., 1019 см-3 (в Ge) Ео,...,З· 105 в/см 
(поле в кристалле). 

2 
Практически обычно выполняется условие слабого поля Е2 « Ео. 

Исключение могут составить р-п-переходы в туннельных диодах. Кро
ме того, в кристалле всегда имеются внутренние структурные наруше

ния, например дислокации. Поле, создаваемое дислокациям>и, сра1вни
тельно слабо зависит от координат и может быть сильным. В таких 
случаях плотность состояний сильно легированного полупроводника 
меняется радикально. 

В заключение выражаю благодарность В. Л. Бонч-Бруевичу за 
постоянное внимание и большую помощь в работе. 

Хочется искренне поблагода-рить А. Г. Миронова за ценные заме
чания. 
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