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ОБ ИССЛЕДОВАНИИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕЖИМОВ 

В НЕЛИНЕЙНЫХ АВТОМАТИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ МЕТОДОМ 

ТРАЕКТОРИЙ КОРНЕЙ 

Для широкого класса .нелинейных а1втоматических систем ~Нелинейная задача об 
отыскан.им собствен·ных периодических движений 1для 11юорд1инаты, входящей под знак 
нелинейности, ~может быть сведена с памощью принципа гармоническюго баланса к 
ЭК1Вивалентной линей.ной. Если в системе имеется одна .нечетно-·симметричная одно
значная неJJJинейность f (х) и х=а siп wt, то линеаризованное характеристическое урав
нение замкнутой с.истемы для координаты х может быть представлено -в виде [1, 2J 

Фп(Р)+q(а)11'т(Р)=0, п;;.т. (1) 

В уравнении (1) Фп(Р) и Ч'т (р) -полиномы р степени п и т соответственно 
с действительными коэффициентами, определяемыми Линейными звеньями системы, и 

21t 

q (а)= - 1
- S f (а sin 'Ф) sin 'Ф d'ljJ, ('Ф = wt) 

л:а 
(2) 

о 

эквИ1Валентный коэффиц1Иент передачи нелинейно.го звена. 
Уравнение ( 1) весьма удобно исследоват.ь методом траекторий корней [3]. Для 

этого построим траектории корней уравнения (1) на плоскости ·комплексных частот 
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Аг fX 
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p=б+iw, считая q ·свободным параметром, до 
пускающим изменение от О до +оо . При этом 
получается однозначное соответствие располо

жения корней уравнения (1) на плоскости р 
любому значению о..; q.;;;; +оо. Необходимо в 
дальнейшем учесть, что характер нелинейности 
в системе обычно накладывает ограничения на 
возможные значения q (а). В этом случае на 
построенных траекториях необходимо выделить 
области допустимых значений корней, которые 
соответствуют возможным значениям q (а). 

Если в областях допустимых значений 
корней бу~дут чисто мнимые корни, то 
в системе возможны периодические движения. 

Периодические решения уравнения ( 1) соот
ветствуют выходу пары комплексно-сопряжен

ных корней уравнения ( 1) на мнимую ось iw 
плоскости р. Точки выхода ±iwкp комплекс
но -сопряженных корней на мнимую ось опре
деляют частоты возможных периодических 

движений в системе. Амплитуды этих движе
ний определяются из уравнения 

q (а)= qKP• (3) 

где q1,p- значения q, при которых пара ком

плексно-сопряженных корней выходит на мни
мую ОСЬ iw. 

При исследовании устойчивости периоди
ческих режимов в нелинейных автоматических 
системах будем полагать, что вблизи перио-

Рис. 1 дическоrо решения для переменной х переход-
ные процессы в системе имеют вид слабо за

тухающих или слабо нарастающих колебаний. Так как эти колебания близки к синусои
дальным, то они хорошо будут описываться линеаризованным характерист~ческим 
уравнением (1), только в фо·рмуле для q(a) (2) амплитуда а будет не постоян.нои, а пе
ременной a(t), медленно меняющейся со временем вблизи значения а=А, где А - ам 
плитуда исследуемого периодического решения. 

Очевидно, для того, чтобы исследуемый периодич~ский режим амплитуды А был 
устойчивым, необходимо, чтобы при амплитудах, близких к А, выполнялось следующее: 
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при а>А проuесс был сходящимся, т. е. показатель затухания пары комплексно-сопря
женных корней, соответствующих исследуемому периодическому решению, удовлетво
рял неравенств у о(А+Ла)<О, а при а<А процесс был расходящимся, т. е. о(А-Ла)>О. 

Эти требования сводятся к выполнению неравенства 

do (а) / < 0 
da а=А ' 

(4) 

где 6 (а) - зависимость от амтшитуды а показателя затухания ~пары КQМ•плексно-сюаря
женных корней, соответс'I'вующих периодическ·ому решению амплитуды А . Неравенство 

dl\ (а) 1 -- >0 
da а=А 

(5) 

является признакам неустойЧ'ивости периодического решения ::Jмплитуды А. 
Если построены траектории ·корней линеармзованного уравнения ( 1) и график 

q(a), го исследование устойчивости '1lер1иодических решений не предста·вляет трудно-

dб (а) 1 
сш. Производную --- можно представить в виде 

da а=А 

dod~a) la=A = ~: lq=qкp. :: la=A · (6) 

дб 1 Знак частной производной ~- легко определить из графика траекторий корней. 
дq q=qttP 

Если комплексно-сопряженные облает i допустимых значений корней пересекают ось iro сле-

ва направо при увеличении q, то __?i_ 1 >О, а если справа налево, то ~ \ <О. 
дq q=qкp дq q=qкp 

Знак _!!!__ / определяется из графика q (а) . 
да а=А 

Например, пусть в уравнении {1) Ф3 (р) = (р + 1)3 , '1'0 (р) = 1 и q (а) имеет вид, 
показанный на рис. 1, а (это соответствует релейной характеристике f (х) с зоной нечув
ствительности). В этом случае уравнение (!) примет вид 

(р + 1 )З + q (а) = О. (7) 

На рис. 1, б построены траектории корней ура1внения (7) при изменении q от О до + оо 
(движение корней у.равнения (7) при увеличении q показано ст·релками на траекто
риях) и выд~лены области допус11имых значений корней (считаем qкp<Maxq(a) =q2). 
Области д:опустнмых значений корней пересекают ось iro в точках ±iwкp = ±i -,13 при 
q=q "Р =8. Ура1внение (7) имеет два периодичеоких решения частоты Q=wкp=y3 и 
амплитуды А 1 •и А2, где А1 и А2 определяются из уравнения (3) (см. р.ис. 1,а). Не
трудно проверить, что периодическое решение амплитуды А 1 неустойчиво, так как 

дб (а) 1 ( до 1 -- >0 - >0, 
da а=А 1 дq q=qкp 

JJ_I >0), 
да а=А, 

а периодическое решение амплитуды А2 устойчиво, так как 

-- <0 - >0, - < 0 . dl\ (а) J ( дб 1 дq 1 ) 
da а=А2 дq q=qкp qa а=А2 

В заключение автор благодарит проф . К. Ф. Теодорчика за \Внимание к данной 
работе . 
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