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ДИСКРЕТНЫ Е СТАЦИОНАРНЫЕ СОСТОЯНИЯ 
В ВЫСШИХ СЕКТОРАХ МОДЕЛИ ЛИ

Интегральные уравнения для волновых функций дискретных стационарных состоя­
ний высших однофермионных секторов модели Ли решены приближенно методом после­
довательной замены ядра вырожденным. Найдена связь между энергией уровня и кон­
стантой взаимодействия. Показано, что в каждом секторе может существовать не более 
одного дискретного состояния, энергия которого с ростом константы взаимодействия 
стремится к конечному пределу, причем уровни энергии дискретных состояний различ­
ных секторов при очень сильной связи эквидистантны.

Введение

Вопрос о возможности сущ ествования дискретных стационарных 
состояний в высших секторах модели Л и [1] был поставлен Гайзенбер- 
гом [2] в связи с квантованием нелинейных уравнений единой теории 
поля. Однако найти точную волновую функцию V—© связанного со­
стояния удалось лиш ь недавно М ута [3], который использовал диспер­
сионную технику Амадо [4]. М етод определения волновой функции, 
развитый в работе [3], не применим в следующих секторах с одной V- 
или ./V-частицей из-за усложнения интегрального уравнения. В статье 
[5] для исследования высших секторов был упрощен гамильтониан мо­
дели Л и — принято, что все операторы полей не зависят от импульса, 
но из-за этого состояния дискретного и непрерывного спектров стали 
неразличимыми.

В настоящ ей статье интегральные уравнения для волновых функ­
ций дискретных состояний высших секторов, полученные из оригиналь­
ного гамильтониана модели, реш аю тся приближенно, и на основании 
найденных решений вычисляются уровни энергии стационарных состоя­
ний.

Гамильтониан модели возьмем в виде
Н  =  rtivV+V +  mNN +N  +  J  dka>a+ (k) a (k ) — bmvV+V +

+  A0 J  dku  (k) \ V+Na (k) +  N +a+ {k)V],  ( 1)

где V +(y),  N+(N)  и a+ (k) (a (k)) — операторы рождения (уничтожения) 
V, N  и 0-частиц, удовлетворяющие перестановочным соотношениям Ферми 
и Бозе, k  =  \k\ ,  со — со(k) ~  У k 2 +  1 — масса 0-частицы принята за еди­



ницу, u(k )  — вещественная, монотонно убывающая обрезающая функция, 
и (0) =  —̂ г ,  для точечного источника и (k) — ^ L_~, Я0 — неперенормиро- 

ванная постоянная связи [6],
s  Г* d k iP  (k)

v y . c s p i . ) -

у  =  Яо, с (х) =  mN — x.

В дальнейшем ограничимся случаем стабильной У-частицы: ту<С,ты +  1. 
Собственные состояния гамильтониана классифицирую тся по секторам 
с фиксированными значениями интегралов движения

n ^ V + V  +  N+N,  

я 2 =  V+V +  J  dka+ (k) a (k).

Мы будем рассм атривать только секторы с n t= l  и произвольным зн а ­
чением ti2 =  n +  I.

Дискретные стационарные состояния в п-оы секторе имеют вид 
__ L п

| В)„ = Мп 2 {-i=- ̂  9 (кг, ... кп) П dkfl* (к,) К+ +
г=1

п+1

“Ь ~\f (п -[- fjj  ̂̂ п  dkia+(ki) N + y o > ,  (2)
1=1

где 10 >• — состояние вакуума, М п —  нормировочный множитель.
Уравнение Шредингера

Н \ В ) п =  Е \ В ) п (3)

приводит к следующим соотношениям [2]:
п

ф (ku  . . .  kn) ^mv —  bmv +  £  — £ j  =
»=i

=  — V n  +  1 J  dkn+J$  kn+1) и (kn+i), (4)

rt+1 n

. . .  kn+i)c ( e  —  Y V W  — ki+i , . . . k n+l),
\  ^  1 у  n+  1 / a

t= l t= l (p)

где со,- =  01 (kj).
Подстановкой соотношения (5) в (4) получаем интегральное уравнение 

д ля  волновой функции ф(&1, . . .  kn)
П

Ф(/г1( , . . k n) h ( E  —  ^ © ^  =
i=l

п

= Y ̂  ифт\ f"*' V и (к,) ср (ки ... fe_,, fe+,, ... £„+i), (6)
c ( E  — 2 i  ®i) l'=1 1=1
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где

h (х) =  (ту  — х) 1 у  Г --------- dku2 W ______ 1 (7)
J с (ту —  со) с (х — со) J ’ ' '

h ( x )  как функция комплексного х  определена на всей плоскости х  с раз­
резом вдоль действительной оси от т ^  1 до +  оо и принимает действи­
тельные значения при действительных х  в интервале — сх>< * <  +  1,

dh(x) dh {mN +  1)
в этом интервале — —  <  0 , ------- ------- =  — сю,

dx dx

I h (mN +  1) f <  o o , lim =  — 1, h (mv) — 0 .
X- —00 X

Уравнение (6) — однородное интегральное уравнение. Если
00

j1 dkti2 (k) k 2 <C. °o> то уравнение такого типа имеет отличные от нуля
о
нормируемые симметричные решения только при определенных соотно­
шениях между Е  и у [7].

Сектор V—©

Волновая функция ф (k) состояния 
__ i_

| В)1 =  М\  2 Ф (Щ dkV+a+ (k) +  —)=- J  -ф (k, Г) dkdla+ (k) a+ (/) N+j  | 0 >  (8)

удовлетворяет интегральному уравнению
=  Г ------ ----------------------  (9 )

T W  h(E — <о) J  c(E — (o(k) — co (/»r w

Заменив c ( E — o(& )— со(l))  на c ( E — cd(&)— co(0) ) = c ( E — to— 1), сведем 
уравнение (9) к уравнению  с вырожденным ядром. Зам ена приводит к 
незначительному «увеличению» положительного ядра для форм-факто-

5
ров u (k ) ,  убываю щ их при больших k  быстрее k 2 и при достаточно 
малых импульсах обрезания &0бр (оценки см. [8], обоснование замены — 
[9]). И з вырожденного уравнения сразу получаем волновую функцию

<Р(Л)=--------------^ --------------  ( 10)
h(E —  со) с ( £  —  со —  1) 4 '

и характеристическое уравнение, связываю щ ее энергию дискретного 
состояния с константой связи

у Т 1( у , Е )  =  1,

Г . (V, Е) =  Г Ш г  №, Y■ £ )  =  f  , (П )
J  J  h (E —  со) с (E —  со —  1)

Нормируемость q>(k) (отсутствие полюсов) и условие стабильности 
У-частицы наклады вает ограничение на значения Е

E < m v + 1 ,  (12)

запрещ аю щ ее распад  |£ )
При любом 0 < у  <  00 Т 1 (у, Е)  как функция действительного Е  оп­

ределена для — оо <  Е  <  my  +  1, dTl Е  ̂>  0, lim  Т г (у,  Е) =  0 (для
дЕ Е~*—оо



больших отрицательных Е Т 1(у, Е)  — Е~2), —1 ту о о , Т  {у,ту -j-
дЕ

+  1)<^сю ; у Т 1(у, Е) монотонно возрастает с ростом у  от 0 до оо, при­
чем существует предел lim у Т г (Y. Е) — Qi (Щ

y—>QO

Q ,( E ) =  Г<й<2, ( k , E )  =

  f*___________________________________ u2 (k) dk________ .______________  ,, o\
J r dlu2 (/) '

c ( E - < * ( k ) - l ) ( m v - E + c 0 (k)) j  ■c(mv, _ ffl(0)c(£ _ fi)(A)_ <B(/))-

Q i(£ )  обладает всеми свойствами Г (у, £ )  (только при Е -+-— оо
Q i( £ ') ~ | Е  |-1). Свойства Г (у, Е)  показываю т, что уравнение (11) мо­
ж ет иметь не более одного корня при у > у 1', определяемом из уравне­
ния

YiT\(Yb tnv +  1) =  1. (И )
Поскольку

Q1(mv +  1) -  Г--------------------------------— t J W k ------------------------------------
J  Г u*(l)dl

с (mv - со (А)) (со (6) - 1) J  с (m„ _  © (/)) [с (туг_ а ,  (/)) +  © (* )_  1]

Г и2 (&)
J « к — >(— ■> (15)

1
и2 (k) 

с2 (m^ — со)

уравнение (14) имеет положительный корень. Значит, при y i ' < y < o o  
существует связанное V—©-состояние с энергией, убывающ ей с ростом 
у  от m v + 1 до конечного значения определяемого из уравнения

Qi(Ci) =  l .  (16)
Обращ ение характеристического уравнения ( 1 1 ) — функция y i (E )  

имеет простой полюс при £  =  £ь т. е. при Е < Х и  состояние \ B ) i  стано­
вится призрачным состоянием [ 10].

В силу замены ядра характеристическое уравнение дает заниж ен­
ные значения у  для фиксированной энергии связанного состояния [9]. 
Сравнение решения (10) и характеристического уравнения (11) с точ­
ными [3] показывает, что качественно они воспроизводят все особенно­
сти точного решения (qy ( k ) ' ^ u ( k ) k ~ 2 при больших k, единственный 
уровень энергии, характер зависимости энергии уровня от у и в тех 
случаях, когда зам ена ядра не может быть оправдана.

Рассмотренное в этом разделе приближенное решение служит осно­
вой для исследования высших секторов, к которому мы переходим.

Высшие секторы

Заменим в знаменателе ядра интегрального уравнения (6 ) con+i 
на 1. Тогда уравнение сведется к п одинаковым интегральным уравне­
ниям вида

п— 1

. . . k n- l )  |^1 —  ^  ч ) ]  =
1= 1
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я—1=  у  f - - - - - - - - - - - - - - - - £  и №) 9l . h - i  ,k,+. . . . kn),
c ( E - l - ± m ) h ( E - ± Wl) 1-1

1=1 i=l \ u )

где
n

<p (ku  . . . k n) и (kt) q>! (klt . . .  1, , . . .  kn) ------------------------------------
l=i h[E— 2 с о г-)с(£ — 1 — 2 ® f ) '

/= 1 i= 1
(18)

О стальны е уравнения получаются из (17) заменой индексов. Проведя 
э т у  процедуру п раз, получим выражение д ля  волновой функции

/1—1

Фх (ki, . • • kn- l)  = Y i U №  • • • kl~ l ’ kt+l ’ • "  ^
i=l

Л (£  - 1  -  с (£  -  2 -  CO,) [ l -  YT-, (v. £  -  £  <o,)]}"‘.
i= 1 1=1 г=1

rt—2

ф2(&l, • • • kn-2) = Y i U ^  * ’ • ^ - b ^ '+ ! * * * * X
i=l

X {/г( £ - 2 - ^ 2а>,)С( £ - 3 - ^ ш , [ 1 - т 7 ' 1 (т, £ -  ! - £ < » , ) ]  X
1=1 i—1 i=l

re— 2

x  r '
t=l

[ i - y T ,( y ,b - 2  «,)]}-■.

n—l

‘Ф/ (klf . . . kn_i) =  £  W (^1» • • ■ ki~ X ’ ’ * • * X
i= i

X | c ( E  —  l — \ — £  <й,)а(£ — / — ^  <вг) X 
i=l i=l

X n [ l - Y 7 ’j ( Y . £ - / + / - S o . i) ] } - 1,
/=1 i=l

Ф„_1 (^i) =  \ n (k) =  u (k) Jc (E —  n —  a)) h (E —  (0 — n +  1) X

x  П  [1 -  yTj  (У, Е - П  +  1 +  / -  CO)]} -1 (19)
/= i

н  характеристическое уравнение

y T „ ( y , E )  =  l ,  (20)
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в котором Т п (у, Е) — j  dku (k) I  (k) =  J dkT n (k, у,  E) удовлетворяет рекур­
рентному соотношению

Т п (у, Е ) =  f  d k T n (к, у , Е -  1)  ------ 1  ----- - .  (21)
J  1 —  уТn-i ( у , Е —  со)

Ф ункция Тп (у, Е)  определена в верхней полуплоскости Е, у  левее и 
ниже кривой у п- 1  (Е— 1) — обращ ения уравнения (20) в п — 1 секторе* 
По индукции легко показать, что Тп (у, Е)  обладает всеми свойствами 
Т\(у ,  Е ) .  Поэтому по переменной интегрирования ядра всех приближ ен­
ных интегральных уравнений убываю т при больших импульсах пропор­
ционально k~2 и для достаточно малых &0бр зам ена ядра вырожденным 
мож ет быть оправдана на каж дом  этапе для форм-факторов, убываю-

_7_

щих быстрее, чем k  2 «
П окаж ем , что для некоторых значений у  единственный уровень в.

n -ном секторе действительно существует. Д ля  этого достаточно выпол­
нения неравенства

Qn (£я-1 +  1) >  1» (22)

где

Qn (Е) =  lim уТ п (у,  Е)  =  [ dkQn ( * , £ ) =  f  < W » - i(к, Е -  1) 1 -------  
у ~>00 J  J  1 ----- V /2 -1

(23)

и In определяется из уравнения

Qn(Cn) ^ l .  (24)

Н еравенство (22) немедленно доказы вается с помощью рекуррентного 
соотношения (23)

Qn & -1  +  1) =  f  dkQn-1 (к, S»-i) , ' , ,------ -- >
J  1 —  Q „ _ x  ( £ „ _  i  +  1 —  o>)

>  j* dkQn-1 (k, t n - 1) =  Qn- 1 (Sn-i) =  1 •

К ак следствие неравенства (22) получаем естественное ограничение

k C E - i + l .  (25)
Н ормируемость волновой функции приводит к запрещ ению  распадов

|В)„-*лг +  ( п + 1)е , | B)n -* v+n f> ,  |B ) „ - » |B ) ,+
-j- (п — 1)0, . . . .  | В)п ] 5 )д_  1 +  0,

но фактически все эти каналы  будут закрыты, если закры т последний 
канал распада.

М инимальное значение y, при котором существует уровень в я-ном 
секторе — у п', определяется из условия

Yn =  Y(a«). (26)

где ап — корень уравнения

уп (Е) =  У п - 1 { Е - 1 ) ,  (27>



в котором у п (Е ) — обращ ение характеристического уравнения (20)-  
К ривая у п (Е) ,  как и в первом секторе, леж ит ниже истинной кривой. 
П оскольку уп (Е) имеет область сущ ествования Y n'<Y <°°> условие (26) 
наклады вает ограничение

Уп+l >  (28>
Таким образом, дискретный уровень в я-ном секторе возникает при 
Y=Yn' и убывает от ап до конечного значения при у  = оо. Д ля  Е < Х п 
состояние | В ) п становится призрачным [10].

Если последовательность у п' расходится, то любому y соответству­
ют дискретные состояния лишь в конечном числе низших секторов.

П опытаемся точнее определить расположение уровней при у ^ о о .  
Д ля  этого упростим выраж ения Qni(£ ) ,  воспользовавш ись малостью 
&обр, путем приближенного вычисления интегралов по формуле

J  /  (k ) и2 (k) d k t t  f  (0) j* и2 (k ) dk, (29)

где f ( k ) — медленно меняю щ аяся функция.
В этом приближении

q1(£) = -c(” |,,~ 1*-. (30)
m v - \ - l — E

и последовательная подстановка в рекуррентное соотношение (23) дает 
для корней уравнения (24) простое выражение

Z>n=mv +  n ( m v — m N), (31>

т. е. в пределе очень сильной связи уровни дискретных стационарных 
состояний эквидистантны, а расстояние между уровнями зависит толь­
ко от разности масс V- и Л^-частиц. Этот результат противоречит извест­
ному положению классической теории сильной связи [11 ], в которой 
константа расщ епления уровней пропорциональна y-1> но не следует 
забы вать, что бесконечному значению неперенормированной y соответ­
ствует конечное значение квадрата перенормированной постоянной свя­
зи y # = Y# крит<°° [Ю].

И з расположения низших значений энергий состояний \В )п (31) 
следует, что при m v > m N (с той ж е точностью, что и формула (31)) 
энергия уровня с ростом номера увеличивается, а при m v < m N отно­
сительное расположение уровней может быть произвольным.

Сравнение точных и приближенных решений в первом секторе поз­
воляет надеяться, что и в высших секторах качественные заклю чения 
относительно характера волновой функции (пропорциональность 
[u(k j)kj~2]n при больших kj ),  числа и расположения уровней дискрет­
ных состояний останутся в силе в тех случаях, когда рассмотренное 
приближение неприменимо. Дополнительным аргументом в пользу это­
го утверж дения служит ограниченность нормы ядра интегрального у р ав ­
нения ,(6) при y -^ °° , приводящ ая к конечному числу собственных 
функций [12].

Выводы

Если рассматривать N  и F -частицы модели Л и как  нуклоны и @-ча- 
стицу как заряж енны й я-мезон [13], то дискретные стационарные со­
стояния высших секторов можно трактовать как  возбужденные состоя­
ния нуклонов. При у < у ' п эти состояния станут нестабильными. Энергия
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и время жизни нестабильных состояний определяю тся из характеристи­
ческих выражений ( 11), (20) путем аналитического продолжения левых 
частей уравнения « а  второй лист комплексной ^-плоскости, аналогич­
но определению энергии и времени жизни нестабильной У-частицы [14]. 
Н естабильное состояние |6 )i проявится как резонанс амплитуды рас­
сеяния ©-частицы на F -частице, а нестабильные | В ) п — в качестве резо­
нанса в рассеянии ©-частиц на | В )п_ 1-состояниях, которые предполага­
ются стабильными.

Если учесть предложенное выше истолкование модели Ли, то н а ­
стоящ ая работа позволяет сделать вывод о возможности описания воз­
бужденных состояний мезон-нуклонных систем в рам ках гамильтонова 
ф ормализма квантовой теории поля. По мере уточнения модели каче­
ственный вывод о наличии связанных состояний сохраняет свою силу, 
но вид этих состояний и их число может меняться и требует соответ­
ствующего исследования.

Приношу глубокую благодарность В. И. Григорьеву и А. Р. Френ- 
:кину за полезные обсуждения.
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