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Рассматриваются решения уравнения Д ирака для электрона в поле плоской элек
тромагнитной волны, разделенные по состояниям поляризации электронного спина. 
В качестве приложения найденных решений рассматривается задача о комптон-эффек- 
те рассеяния света на движущемся поляризованном электроне.

Волновые функции электрона в поле плоской электромагнитной волны

Зад ач а  о движении электрона в поле плоской электромагнитной 
волны была рассмотрена Д . Волковым [1, 2]. Реш ение уравнения Д и 
рака

----- са | р ------=  0

для случая, когда потенциал А  зависит от переменной ф — t -— , соглас-
с

но закону А — a f t (ф) +  (ф), (а и b единичные векторы, ортогональные
■

к единичному вектору п, характеризующему направление распространения
волны ап =  bn =  ab — 0 , f l и / 2 произвольные функции) может быть пред
ставлено в виде

, ->-> - 4 -
’!,‘ =  {1 +  ^ г ( аЛН 1 - ™ ) } е  Т ..  (1)

В этой формуле
ф  ф

/  =  | Л Ы ф +  ^ Л 2^ф, (2)
о о

ц =  ——  nk,  a Y 0 — произвольный спинор, удовлетворяющий уравнению 
с

Дирака для свободной частицы:

{К — ak —  р3&0} ¥ 0 =  0 . (3)
Д л я  последовательного описания спиновых свойств электрона 

представляется целесообразным разделить решения ( 1) по состояниям



поляризации электронного спина. Такое разделение решений требует 
введения дополнительного оператора поляризации, коммутирующего с 
гамильтонианом и обладаю щ его необходимыми ковариантными свой
ствами.

Д ля  случая, когда плоская электромагнитная волна линейно поля-
ризована, А = {0, А,  0} в качестве оператора поляризации удобно взять 
пространственные составляю щ ие четыре-вектора поляризации Гц [3],
точнее проекцию Т  на направление магнитного поля волны (т. е. на 
ось х  в предположении, что волна распространяется по оси z ) :

(ТН) ~  „  .-5— L. =  7 \  =  т р  30! +  р ^ ! .
П

(В дальнейш ем для упрощения записи мы полагаем  c =  ft =  1.) Тогда 
спиновая матрица То может быть определен-а путем совместного реш е
ния уравнения (3) и уравнения (m p3ai +  feip)4J'o =  ̂ 4 J'o.

fC0
СКоэффициенты составляющие матрицу Т 0 =  N  J ^,2 L имеют при этом
Со'3
с .

вид:

С, =  {А V I -  £/е,А +  В V I +  № iA

С . - ^ У Т Т Ш Г + В / П г щ г } .  (4)

с 3 =  1а  V 1 -  EfcA -  в  / 1  +  W iA

С4 =  (Л V i  +  № Л  - З У  1 -  w ,A

Здесь
Л =  '[/1 — k3/Kef̂ 2, В  =  | / 1 +  k3/ K e ~ W , (5)

Ф =  arctg &2А> X =  Y m2 Щ, а £ =  +  1 соответствует двум состояниям
поляризации спина электрона. При этом из условия нормировки функции

| ¥ * +<Г4 Л  =  1, (6 )

коэффициент N  равен

N  =  L ~ * h \  fe2 +  m2 +  ^2------V \  (7)
L /e2 +  m2(l +*§?) + ц2 J

Таким образом, в наших предположениях окончательно получаем

=■ j l  +  а2 (1 — а 3) |  (8)

Здесь k  =  двухмерный вектор-импульс, a
Z./2 _

/и2
—L/2
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среднее значение квадрата амплитуды вектор-потенциала. В отличие 
от решений (1) формулы (8) и (4) — (7) даю т полное описание состоя
ний поляризации электронного спина. Такое разделение оказы вается 
возможным для случая линейно-поляризованной волны, остальные 
случаи поляризации мы рассматривать не будем.

Найденные решения уравнения Д и рака  позволяю т рассмотреть 
комптон-эффект на движущ ихся поляризованны х электронах при лю 
бых значениях напряженности поля электромагнитной волны. П одоб
ная задача реш алась ранее рядом авторов [4, 5, 6], при этом было по
казано, что в такой постановке задачи можно рассмотреть комптон- 
эф ф ект при одновременном поглощении нескольких фотонов и испуска
нии одного кванта света. В частном случае, когда число поглощ аемых 
фотонов п=: 1, интенсивность волны очень м ала и электрон покоится, 
результат для дифференциального сечения рассеяния долж ен перехо
дить в известную формулу К лейна— Нишины (см. [12]). С помощью вол
новых функций (4 )—i(8 ) можно включить в рассмотрение эффекта 
Комптона спин-электрон. Заметим, что для случая покоящ егося э л е к 
трона попытка рассмотреть спиновые эффекты была предпринята в [4].

Р ассм атривая взаимодействие электрона с квантованным полем 
излучения (см., например, [8 ]), можно получить следующее выражение 
для вероятности квантовых переходов электрона в единицу времени:

d-w — ~тг~ \  6 [f* — Р' +  х — *з] S =  - f -  -т; ~ ~ ----- - S d Q .  (9)2я J х 2it a (|i +  и —  у.3)

Величина 5  соответствует двум компонентам линейной поляризации 
5  =  5 2 +  5 3. Д ля  определения компонентов линейной поляризации мы
разбиваем  амплитуду вектор-потенциала а на составляю щ ие a = g 2$2 +  
+£з|3з, в которых векторы

ортогональны друг другу и направлению  распространения фотона
и° =  >с/х. П роизвольный единичный вектор /  мы направляем  по магнит
ному полю, тогда

S 2 — (1 — sin2 0 cos2 ф) - 1 { | а2 1 cos 0 — | а 3 1 sin 0 БйПф}2,

В этих формулах для волнового вектора выбрана сферическая си
стема координат (к, 0, ф). М атричные элементы матриц Д ирака а ц 
имеют вид

причем под %= {к sin 0 cos ф, и sin 0 sin ф} понимается двухмерной век
тор, леж ащ ий в плоскости z  = 0. Ш трихом обозначено начальное кван
товое состояние.

Комптон-эффект на движущемся электроне 
с учетом поляризационных свойств

S 3 =  (1 — s in 2 0 cos2 ф) - 1 {| а 3 1 sin 0 cos ф +

+  | а 2 1 sin 0 sin ф cos ф — j otx | (1 — sin2 0 cos2 ф)}2.

(10)
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Д л я  определения круговой поляризации (см. [9]) имеем

Sz =  - j -r S a +  S 8 - i 7 S (/)],

S(0 =  (o f  а2 — а f  ах) cos 0 +  ( a t  ax — a t  a3) sin 0 sin <p +

+  ( a t  а з — а з~ аг) sin 0 cos ф. (11)

При расчете матричных элементов матриц Д и рака  встречаются
интегралы следующего типа:

(В) =  J W t B  e-tor-1**» y k, & х =

-L /2  —Lj2

i / 2 . ,

X J  (12)
—L/2

Здесь В  — произвольный оператор, а f  — функция от переменной ф, 
определенная соотношениями (2). Вычисление этого интеграла приво
дит к закону сохранения импульса по осям координат в плоскости ху

П

( В } =  bkt-\-y,ltk[ j* dcpWt ВФо X

х (13)

О бозначая ( k 5— k 3'  +  %з) Ф + / — f ' = G ,  представим интегралы в зави 
симости от В  в следующем виде (см. такж е [5]):

=  (14)
—Я

Здесь

еА , еА е2Л2
Y =  -*r> Y

Д алее удобно предположить, что в начальный момент электрон: дви 
гался по оси z: k\ = 0 ,  к'з Ф  0. При излучении фотона по закону
сохранения импульса (13) получаем k x =  — и sin 0 cos ф, k 2 =  — и 5Ш0:?шф, 
а также =  x co s  0 , причем [л' =  Е'  — k3. Матричные элементы матриц 
Дирака согласно принятым обозначениям имеют вид

а± =  А1'  | ( 6  +  ££' d b ' e - ^ ! 2) Г +  imt, ^-----------dd'e - Q  j  ,

a 2 =  — iBZ'{(b d'e*ф/2 — I'C db'e~ г'ф/2 ) Г +  im£ ( - j -  +  d d ' e q J,

(15)
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а3 == В  j (bb' е1̂ф/2 — dd' е ~ ^ ф>2) Г +

+  ц '  dd' е~ г'£ф/2 (U +  £2Г) + i m ( t  —  е~  ̂ ф/2 — £' —  е q )  ,
JAfi' \  (Л fi' /  J

л  =  - i -  [ ] / l  +  I k j k  - K ' / l  -  ^ l A ] ,  =

5  =  4 " [ / l  + ^ i A  +  —  b =  1f l + k a / K .4

И з условия кратности изменения |  при возрастании экспоненты на 
2я/%' (см. [12] падаю щ ая волна монохроматическая с частотой к' ).

е =  ( 4 , - Й  +  + / - ( ^ - ) - f '  ( ^ f )  =  2"»

получаем следую щее выражение для частоты излучаемых фотонов [5]:

% = ___________________2пу- V __________________  (16)
ц' (1 +  cos 0) +  [2ПУ.' +  m2 (1 +  £*)/ц'] (1 — cos 0) *

2х'
И =

п у/ , 1 /  т  \ 2
2  ------------- I — —

Е ’ 2 U

Величина « = 1 ,  2 ..., входящ ая в это выражение, характеризует 
количество падаю щ их фотонов. При падении одного фотона при п== 1 
получим рассеяние такж е в виде излучения одного фотона.

В случае п — 1 для угла 0 =  я  в предположении достаточно слабого 
поля электромагнитной волны (£—»-0) можно получить известный ре
зультат изменения частоты при рассеянии света на движ ущ емся элек-

Г1П1 2и'троне [101 % = ---------------------------- .
F 1 J и' 1 /  т \2

• Е ’ ^  2 \  Е ’ )

Полагая далее — е0А =  У 2 £m cos %'ср, можно получить (k3 — k'z +  х 3) ф +
+  /  — f '  =  nz  +  /1 sin z sin ф +  г] sin 2z, где

_ 2 / 2 £ ! £ _  _  n Pl «
71 1 +  | 2 +  92 ’ 1 2 ( l + l *  +  q*) ’ 4 m 2

Поэтому интегралы (14) принимают вид

Z./2

^ d ze -^nz+^sinzsin(f+^sin2z^(z =  %'ф) (17)
- L /2

е„  =  - 1 г &(Г,н., +  Гл_ ,), С/„ =  ^ -Г (Г «+ 2  +  Г„_2). (18)

Д ля  определения вероятности переходов нам потребуется такж е 
найти производную, входящую в -(9) при интегрировании с дел ьта
функцией
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d% " ' d'A x 2 sin2 0 +  m2 (1 +  g2) +  fx2

Тогда вероятность переходов принимает выражение

dwn = ---------------- g2y'(^ /2 +  m V )‘S0------------- dQ, (19)
4яm Y 2 И 2 (1 +  t 2) +  Ц2] (1 +  g2 +  q2)

где

S° =  (w2 -f- jx/ ) (k\ -f- Ч- ^ 2 "b F2) S,

a S определено формулами (10) и (11).
Чтобы получить, наконец, выражение для дифференциального сече

ния рассеяния, необходимо разделить вероятность (19) на плотность 
падаю щ их фотонов:

\ 2tn2v.'
j z  =  —-------

4ле2 4

Здесь v ' — начальная скорость электрона, движущ егося против оси z. 
Учитывая далее соотношение

ц   х т2 (1 +  £2 +  q2)
[*,' пк'  ([х'2 q2m2)

получаем окончательную формулу для дифференциального сечения

d a n r l(* ln x ')* m *
■ 5 °  (2 0 )

dQ m 2l 2 (1 -  V’) [т2 (1 +  I 2) +  [х'2] щх'

где rQ =  e2/m  классический радиус электрона, а \х! — т у
- \ f  I - \-v '

С помощью (20), а такж е выражений для величин 5  (10) и (18) . 
и вида матричных элементов матриц Д ирака (15) зад ач а  о комптон- 
эффекте получает исчерпывающее решение с учетом спина электронов. 
Н адо, однако, заметить, что анализ результатов, равно как  и их запись, 
в общем случае достаточно сложны. К тому же, как уж е было отме
чено в [5], интегралы (17) и (18) в общем случае требую т численных 
методов анализа. Все общие выводы, касаю щ иеся вероятности процес
сов (при £=£0 и 1), связанны х с поглощением нескольких фотонов 
(см. [4, 5]), в смысле оценки порядка их величины, разумеется, не зави 
сят от ориентации спина электрона.

Поэтому для иллюстрации роли спиновых эффектов ограничимся 
приведением результатов в некоторых простейших частных случаях.

П редположим, что поле электромагнитной волны не является слиш 
ком большим £ < 1, а такж е ограничимся случаем поглощения одного 
фотона. Рассмотрим в этих предположениях рассеяние в плоскости x z  
(ф —0, 0 =  я ) .  Тогда для величин, характеризую щ их линейную поляри
зацию излучения, получаем

Sn !  =  H r f 1 ±  Т ' ) { 1( ^  +  т 2)И'/2 + +  2£С'/га(1|г 'Я ]Г 2 +  /гаа (|г ±  H-TQ2}.

При этом интегралы (17) и (18) приводятся к известным функциям 
Ангера (см. [11])



• s tl% /ZJt p  / \+  sm —  cos —  En/2 (— q).

Используя далее свойство функций Ангера Jv (z) cos2 v-я Jv (z), где Jv —

функция Бесселя, получаем, при п = \ ,  £<С 1

=  и п =  Qn =  -  L я— 1 +  а д .
У  2

Тогда дифференциальное сечение рассеяния принимает вид

do го х 1

где

___ £0
dQ g2 и ' 2m2 fx'2

S2 =  - j -  m 2 12 ft* +  Ю М  1 +  И ' т / Ц , 

S t  =  ~  m* |> ft*' — Ц.)3 {X — H'mlX),

X =  ] /m 2 -f- x 2 sin2 0 =  m. В этих формулах всюду полагаем 0 =  л, что 
соответствует излучению наиболее жестких квантов вперед по движению 
электрона. Поэтому окончательно имеем

da2 _  rl  ^  |*/ +  ц у  1 +  W
dQ 4 \  х ' J  \  jx' J  2

do3 го (  и N /  |х' — ц у  1 —
dQ

И з полученных результатов следует, что преимущественно будет 
излучаться тот ж е компонент линейной поляризации, что и в падаю щем 
излучении (сг2). Д ля  компонента сг2 направление электрического векто
ра поля излучения при 0 =  я  совпадает с начальным. При этом излуче
ние а2 компонента происходит без изменения начальной ориентации 
электронного спина. Напротив, излучение аз компонента происходит 
только при условии обращ ения спина электрона (£ =  — £'). Отношение 
дифференциальных сечений

d o t1
(22)

daP \  W +  Ц /  L 1 — * /2е 1

(  г -ш f  1 +  IV  | 2т п , п ̂здесь (. =  т у  , _  | | в  =  2е, и и _ ц  =  2х

показы вает, что для не слишком жестких рассеянных квантов %<ei 
поляризация при рассеянии сохраняется без изменений. Однако для 
вылетаю щ их жестких квантов, когда %/2ei заметно отлично от нуля, 
поляризационный компонент сг3 такж е долж ен наблю даться, причем это 
излучение может происходить только при условии обращ ения спина.

Формулу (22) можно с помощью (16) выразить через частоту падаю
щего излучения т] =  %'j ^ % '  +  Д л я  нерелятивистских электронов ве

личина т) —> 1, если только ей %' ~  т с 2, т. е. для  очень жестких падаю
щих квантов света. В случае релятивистских электронов
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Поэтому при 2сЙ ~  тс2 (тс2/Е) ц -*  т. е. проявление квантовых

переходов с обращением спина становится существенным.
Суммирование формул (21) по спиновым состояниям приводит в 

случае покоящ егося электрона v ' —О к известным результатам  [ 12]. 
Рассмотрим, наконец, круговую поляризацию  излучения (см. (11)) :

•So ’ =  2 im l’ {(I' (k\ +  Й ) г  +  01' - 11) [(n f (1 +  I2) —
— W O T  +  m 2U] sin в +  2mk2ix'Q} Г sin 0 cos (p.

Выбирая значения углов 0 =  и (p == ~  (при этих значениях зависи

мость круговой поляризации от спинов электрона и фотона приближается 
к максимальной), получаем при п  =  1 и 1

So} =  V 2 il '  тк {— q -[([х'х +  m2 — ц[г') — m \i'\
I 1 +  <? J l + r

где q — В зависимости от скорости электрона величина круговой 
т

поляризации меняется, в частности при <7 =  1 (покоящийся электрон) полу
чаем

= + |i + -£L- ———"—I
dQ  2 V х ' J  I x ' x  j I у 2  _ x _  _x^_ _  j I

'  X ' X '

где l — \ соответствует правой, a I — — 1 — левой круговой поляризации. 
Эта формула совпадает с результатами работы [13]. В случае электро
нов, движущ ихся с большой скоростью q~2> 1, получаем

doW   го ^  х \ 2 /  fx' \  J j  Xs’l ж* 'I
dQ  2 ^ x '  /  \  fx )  \  У 2 f i /2 J

Поскольку отношение (mx/|o/2) С  1, то вклад  членов, зависящ их от 
и I, очень мал.

Заметим, что аналогичный расчет для случая поглощения двух 
фотонов (п =  2 ) практически не меняет этого вывода, однако полная 
величина сечения становится очень малой

dG[ __ 13г0 /  х у  т? 20 ^  тх]

dQ  16. V х' )  щх' V 1 3 / 2  |х'2 J

В заключение авторы благодарят проф. А. А. Соколова за  дискус
сию результатов.
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