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Предлагается метод траекторий корней для анализа нелинейных автоматических 
систем, допускающих гармоническую линеаризацию. Развита методика применения ме
тода. В качестве примера рассмотрена нелинейная система третьего порядка.

Принцип гармонического баланса К ры лова— Боголю бова [1] нашел 
широкое практическое применение в автоматике для приближенного 
расчета нелинейных систем автоматического регулирования высокого 
порядка д аж е при наличии в системах сильных нелинейностей [2, 3].

Д ля  широкого класса нелинейных автоматических систем можно 
выделить нелинейное звено, а линейные звенья объединить в один блок. 
Это позволяет представить структурную схему системы в виде, пока
занном на рис. 1.

Пусть приведенная линейная часть системы имеет передаточную 
функцию

^ о > )  =  — о )— У ф п (Р)
где Чгт(р) и Ф п (р) — полиномы оператора p = d jd t  с действительными 
коэффициентами степени т и п  соответственно ( п ^ т )  и пусть y = f ( x ) — 
однозначная, нечетно-симметричная характеристика нелинейного звена.

Если переменная х, входящ ая под знак  нелинейности, изменяется 
по закону, близкому к гармоническому

(2)
(что часто наблю дается на практике), то нелинейное звено можно з а 
менить эквивалентным линейным с коэффициентом передачи [2, 3]
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q{a) — — ■- Г /  (a sin -ф) sin -ф i|j =  (3)
ш  J
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К ак  показал М. А. Айзерман, указанная зам ена допустима, когда ли
нейная часть системы обладает свойством фильтра [4]. В этом случае
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характеристическое уравнение собственных движений замкнутой линеа
ризованной системы для координаты х  можно представить в виде [2, 3]

Фп ( р ) + Я ( а ) У т (р) =  0. (4)

Существенное отличие уравнения (4) от линейного состоит в том, 
что эквивалентный коэффициент передачи нелинейного звена q зависит 
от амплитуды переменной х.

Уравнение (4) может быть исследовано методом траекторий корней 
на плоскости собственных частот р = & + т .  Действительно, формально, 
отвлекаясь от зависимости q от амплитуды а, мы можем построить 
траектории корней уравнения (4), считая q свободным параметром, 
допускающим изменение от — оо до + о о  [5]. Однако в дальнейш ем надо 
учитывать, что при анализе конкретных систем характер нелинейности 
y  =  f { x ) может налож ить ограничения на допустимые значения q (a ) .  
В зависимости от этих ограничений на 
траекториях, построенных для — о о ^ '
^С дг^ '+ оо , выделяю тся области допу
стимых значений корней линеаризован
ного уравнения (4).

Выделенные таким образом об ла
сти однозначно определяю т динамиче
ские свойства линеаризованной систе
мы. П ри этом возможны следующие 
случаи: 1) области допустимых значе
ний корней целиком л еж ат в левой по
луплоскости комплексного переменного 
р; 2) области допустимых значений 
корней частью л еж ат  в правой полу
плоскости комплексного переменного р. В первом случае в системе воз
можны только затухаю щ ие движения, во втором случае в системе воз
можны незатухаю щ ие движения.

Существенный интерес представляет рассмотрение второго случая, 
когда возможен выход пары комплексно-сопряженных корней на мни
мую ось т ,  т. е. когда в системе возможны периодические движ ения *. 
Точки выхода пары комплексно-сопряженных корней н а  ось т  даю т 
частоту периодических движений. Амплитуда этих движений для коор
динаты х  определяется из уравнения q ( a ) ~ q KV, где qKр — значение q, 
при котором пара комплексно-сопряженных корней выходит на мнимую 
ось. Это уравнение легко может быть решено графически.

Возбуж дение системы может носить либо мягкий, либо жесткий 
характер, что определяется видом зависимости q от амплитуды а. Если 
<7(0) таково, что п ар а  комплексно-сопряженных корней уравнения (4) 
леж ит справа от мнимой оси, то положение равновесия системы не
устойчиво и возбуждение будет мягким. Если ж е при а  =  0 все корни 
линеаризованного уравнения л еж ат  слева от т ,  то положение равно
весия системы будет устойчивым в малом, и возбуж дение системы мо
ж ет быть только жестким. В особых случаях положение равновесия 
будет устойчивым, по крайней мере в малом, если выполняются условия 
предельной устойчивости [6]. М етодику исследования устойчивости перио
дических режимов приведем на конкретном примере.

Рассмотрим нелинейную систему третьего порядка, уравнение ко- 
трой имеет вид

'Л  г Л и н е й н а я
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Рис. 1

* Апериодическая потеря устойчивости в данной работе не рассматривается.



р ( р  +  1) (р +  2) х  +  [(р +  0,5)2 +  (4,44)2] f  (х) =  О, (5)
где f ( x ) — нелинейная однозначная нечетно-симметричная функция. 
П усть

/(* )  =
kx  

с sign х
при
при

IX I <  Ь, 
х \ > Ь .

(6)

Граф ик этой характеристики представлен на рис. 2, а . Эквивалентный 
коэффициент передачи нелинейного звена будет

при а <  &,
=  1 2 , / . ь .

—  k  I arc s in ------ f- ■
я \  а W i - - ^ j ' npa а > ь -

(7)
График зависимости q (a )  представлен на рис. 2, б.
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нелинейного звена 
эквивалентным линейным с коэф ф ици
ентом передачи q( a) ,  характеристичес
кое уравнение линеаризованной систе
мы для координаты х будет

Р (Р +  1) (Р +  2) +  q {а) [(р +  0,5)2 +
+  (4,44)2] — 0. (8)

Т ак как  q ( a ) ^ 0, то «построим траекто
рии корней уравнения (8) для ОгсС 
< ; 'д < + о о .

П ри q = 0  траектории корней у р ав 
нения (8) начинаю тся в начальных 
точках pi — 0, р 2 = — 1, Р з= —2.

При возрастании q от нуля до + о о  
два корня будут двигаться к предель
ным точкам траекторий 21;2= —0,5 ±; 
± 4 ,4 4  г, третий уходит в — оо вдоль 
действительной оси б. Траектории кор
ней уравнения (8) для  О ^ 'г /^ '+ о о  
показаны  на рис. 3, а. Н а этом рисунке 
крестиками обозначены начальны е 
точки, круж кам и — предельные точки, 
на траекториях корней точками обозна
чены положения корней при некоторых 
значениях q. Траектории корней пере
секаю т мнимую ось в двух парах комп
лексно-сопряженных точек:

сс* (±  1 ,55 /) при <7 =  ?кр. 1 = 0 ,4 1 1 , ее* (+  4,07 0  при q — qKp.2 =  14,6. (9)

В данной системе возмож ны  следующие случаи.
1. k < q Km. При этом области допустимых значений корней уравне

ния (8) целиком леж ат слева от оси т .  Положение равновесия системы 
устойчиво при любых внешних возмущениях.

2. '<7кр2>^><7крь При а =  0 q — k  и пара комплексно-сопряженных кор
ней находится оправа от мнимой оси. П оложение равновесия системы не
устойчиво. Пусть k — Ъ, 6 = 1 . Н а рис. 3 ,6  (кривая 1) представлен граф ик 
q (а) при этих значениях (граф икпостроен в логарифмическом м асш табе).



Н а этом рисунке заш трихованы  те области значений q, при которых все 
корни уравнения (8) л еж ат слева от мнимой оси. При а —0 q —Ъ пара 
комплексно-сопряженных корней находится справа от оси ico в точках 
dd*  ( +  0 ,2 6 ± 2 ,5  i) (см. рис. 3, а).  Система мягко возбуж дается и в ней 
возникаю т нарастаю щ ие во времени движения. Ч астота старта движ е
ний равна со,ст1 =  2,5. К огда амплитуда этих движений а будет больше 
b — 1, то при дальнейш ем увеличении ее q (а) будет уменьш аться, и 
комплексно-сопряженные корни со временем начнут двигаться к мни
мой оси. При а=Оои когда q — q^px, !они придут на ось ш  в точки сс* и 
в системе будут наблю даться периодические движения частоты 
<йкр1 ~  1 >55.

Рис. 3

Значение амплитуды этих движений а0\ легко определить граф иче
ски (см. рис. 3, б ). В данном случае a0i =  15.

Этот периодический реж им будет устойчивым. Действительно, если 
дадим а0\ приращ ение —Да, то q (a 0i—A a ) > q ( a 0l) (см. рис. 3, б) и 
пара комплексно-сопряженных корней выйдет в правую полуплоскость, 
в системе возникнут нарастаю щ ие во времени движения, при увеличе
нии амплитуды q(a)  будет падать, и эти корни со временем возвратят
ся на ось гсо. Если дадим a0i приращ ение + Д а , то q (a 0i+ A a )  < q ( a 0i), 
и эти корни выйдут в левую полуплоскость, в системе будут наблю 
даться затухаю щ ие движения, q(a)  со временем будет увеличиваться, 
и корни возвратятся на мнимую ось гсо. Н а рис. 3, а сплошными стрел
ками показано движение комплексно-сопряженных корней во времени 
для этого случая.

3. k > <7кР2,- При а = 0  все корни уравнения ;(8) находятся слева от 
мнимой оси. П олож ение равновесия системы устойчиво в малом.

Пусть & =  25, 6 = 1 . График q(a)  для этого случая представлен на 
рис. 3, б, кривая 2. При а =  0 # =  25, пара комплексно-сопряженных 
корней находится слева от оси т  в точках f f* (— 0,24±:4,3 г) (см. рис.
3, а).  Если в результате внешнего воздействия амплитуда гармоники
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частоты (оКр2=4,07 координаты х  будет равна а02=2,1, то q =  qKV2 (см. 
рис. 3, б ), пара комплексно-сопряженных корней выйдет на ось т  в 
точки ее*. При этом в системе возникнут периодические движения ча
стоты сйкР2.=4,07. Периодический режим частоты юкР2 и амплитуды а02 
неустойчив. При сколь угодно малом изменении амплитуды aQ2 в сто
рону уменьшения п ара комплексно-сопряженных корней со временем 
придет в точки //*, а при изменении в сторону увеличения эти корни 
со временем придут на ось т  в точки сс*, и в системе установятся 
устойчивые автоколебания частоты coKpi =  1,55 и амплитуды «оз—72 (см. 
рис. 3, б ). Н а рис. 3, а пунктирными стрелками показано движение 
комплексно-сопряженных корней со временем для этого случая. С ледо
вательно, при /г =  25, 6 =  1 в системе возможно жесткое возбуждение 
устойчивых автоколебаний частоты озКр1 =  1,55 и амплитуды аоз — 72; по
рог возбуж дения равен а 02= |2,1, частота старта сост2.==ооКр2=:4,07.

Таким образом, построение траекторий корней уравнения (4), что 
легко мож ет быть сделано для систем довольно высокого порядка, и 
граф ика зависимости q от амплитуды а координаты, входящей под зн ак  
нелинейности, позволяет исследовать свойства нелинейных автоматиче
ских систем, допускающ их гармоническую линеаризацию .
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