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К ВОПРОСУ О ЧАСТИЦЕПОДОБНЫХ р е ш е н и я х  
НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ

Рассматриваю тся три типа нелинейных уравнений электромагнитного поля, соот­
ветствующие трем типам нелинейных членов: по функции поля произвольной степени, 
по .производной от функции произвольной степени и смешанным нелинейным членом 
по функции и производной. Д ля каждого уравнения исследованы три типа решений, 
соответствующих трем типам аргументов, сводящих нелинейные уравнения в частных 
производных к обыкновенным нелинейным уравнениям. Исследуется возможность сущ е­
ствования у рассматриваемых уравнений частицеподобных решений. Показано, что 
только нелинейные уравнения с нелинейным членом по функции могут иметь частице­
подобные решения.

Нелинейные уравнения выводятся из вариационного принципа. 
В общем случае, когда функция Л агр ан ж а имеет инварианты, содер­
ж ащ ие кроме тензора электромагнитного поля 4-вектор Ац, усло- 

дАи
вие Л оренца — — =  0 не выполняется. Л агран ж ев  формализм вводится

таким образом, что он не связан с условием Л оренца. Функция Л агр ан ­
ж а  берется по образцу векторного поля. И нварианты  поля строятся из 
следующих двух инвариантов:

/»=& Г и/1=<л̂
Если функция Л агр ан ж а содерж ит только инвариант /о , то мы полу­
чаем уравнение для свободного поля. В общем случае L  имеет вид

L — L 0 -f- L j,

L q дает уравнение для свободного поля, L\ дает нелинейные члены в
уравнении поля. Рассм атриваю тся уравнения, где L x имеет вид

Li = - ~ n ,  п =  2 , 3 , . . . ,  (I)

А  п =  1 , 2 , 3 , . . . ,  (И)
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U  It ~  2, 3 ...........  (Ill)
2ti

ствительная величина. Эт 
ний только действительн

где Я — константа при нелинейном члене.
Поскольку электромагнитное поле нейтральное, 4-вектор Ац —  дей-

о ограничивает число возможных видов реше- 
ыми функциями. Рассм атриваю тся решения, 

зависящ ие от трех типов аргументов, сводящих нелинейные уравнения 
в частных производных К обыкновенным нелинейным уравнениям: ста­
тические сферически симметричные решения, решения, зависящ ие от 

---------  ■ ■>! ̂
аргументов у г2— t2 и kx  =  k i X + k 2y + k z Z — at.  И сследуется возмож ность 
сущ ествования у рассматриваемы х уравнений частицеподобных реш е­
ний. Частицеподобные решения даю т конечные значения для  компонен­
тов 4-вектора энергии — импульса поля, они не имеют особенностей в 
нуле (а такж е в других точках) и монотонно убываю т на бесконечно­
сти. В нелинейной теории поля не существует определенного критерия 
выбора функций Лагранрка, даю щ их нелинейные уравнения с частице­
подобными решениями. П утем изучения решений нелинейных уравне­
ний иоля можно указать  вид функций Л агран ж а, даю щ их соответству­
ющие уравнения. ^

Нелинейное уравнение электромагнитного поля с /^Ц/принимает
вид

М ., . /  дА„ \  2п—2 дА
_|_ % (  _ *Л

dxv 1 dxv \ dxa )  dxv
О,

ц =  1 ,2 ,3 ,  4. (1)

Поскольку все компоненты Лд, удовлетворяю т одному уравнению, 
ограничимся случаем, когда для всех Ац, выбираю тся одни и те ж е 
начальны е условия и все Лц, имеют один и тот ж е вид. Тогда (Л ц)2 =  
=  2Л2.

Д ля  статических сферически симметричных реш ений уравнение (1) 
переходит в уравнение ^

J L  Г дА(г) %2п_х I дА (г) \2« -i 
дг \  \ dr I дг

0.

Отсюда получаем

?'А(г) 12п_г /  ЭЛ (г) уп-1 =  _  _с_

дг V, дг )  г2

Здесь - дА — - явно через г не выражается, но можно исследовать по-
дг

ведение ■дА- -  - при г - * Ъ о и г - * 0. Так как решение убывающее, то при
дг

л  л

г~ >оо  —— — ----—• и Л (г) =  — , т. е. на бесконечности, получаем куло-
дг г% г

дАновский потенциал. Прй г 0 и с Ф  0 --------> — оо.
дг

дАН апряж енность электрического поля Е  = -----—  при г-^-0 стремится

к бесконечности. Отск?да следует, что уравнение не имеет статических 
сферически симметричйых частицеподобных решений.
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Уравнение с L\  (II) принимает вид

дЫ„ К ( /  Л 4 „  ч . .  / дА„

+п( ^ ) (Л) ь °- (2)

Д л я  статического сферически симметричного решения оно приводится 
к уравнению

А ' (г) +  А  А' (г) +  = о (3)
Г 1 +  2М2Л (/■)

Уравнение (3) делением на Л'( г)  приводится к уравнению в пол­
ных дифференциалах:

___=0. (4)
л ' -  2/1 1 + А 2М2Л

п

Уравнение (4) имеет общий интеграл

I V 1 +  А - . 2 " . А 2п dA =  —  -£j-  +  c2. (5)
п г

И нтеграл в (5) вы раж ается через элементарные функции только для 
я = 1 ,  для  остальных п сводится к эллиптическим интегралам. Общий 
интеграл для п =  1 имеет вид

с а  И Л И  К

2

В (6) А (г) явно через г не вы раж ается. И сследуя соотношение (6) в 
особых точках, можно качественно описать поведение А  (г).  При г->0

Д (г)_ > _ о о , при г-*оо Л (/■)->.(— ) О, если =

положительной или отрицательной постоянной величине, определяемой 
выбором с%. Мы получили решение, имеющее особенность в нуле. О т­
сюда можно сделать вывод, что нелинейное уравнение электромагнит­
ного поля с нелинейным членом по функции и производной не имеет 
статических частицеподобных решений.

Рассм отрим случай, когда потенциал Ац является функцией аргу­
мента т] =  У  г2— t2. И з уравнения (2) получаем

Л" (Ч) +  ± А ’ (Ч) +  =  о. (7)
т] К
1 1 +  —  -2П-А2П(У])

Общий интеграл уравнения (7) имеет вид

5 / 1 +  — 2 пА гпйА  =
п (г2 — /2)



Г Г

Для п =  1 получаем

i{AVl+2ХАг+ у ш Н А+Уъг+Аг)} = (г2 — Р)
В точке г| =  r2 —  t2 =  0 имеем Л (rj) — оо.

Реш ение разры вно в точке г) =  0. Отсюда следует, что при п — 1 не 
сущ ествует частицеподобных решений, зависящ их от аргумента Y г2— 2̂- 

Рассмотрим случай, когда является функцией аргумента г\ =
=  kx= k iX - \ - k 2y + h z — (ot . Так. ж е как  и в предыдущ их случаях, считаем, 
что все Ац =  А  (т]) вы раж аю тся одной функцией, так  как  удовлетворя­
ют одному уравнению и рдним и тем ж е начальным условиям. И з (2) 
получаем уравнение для 4 ( t i )

+  = 0. (8)
1 +  —  2ПА2П (т]) 

п

Д ля  п =  1 это уравнение имеет общий интеграл:

т { А Г Г Т Ш г + у ш : ы ( л + / ж + Л 2 ) } - ^ + С 2 - (9>
И з (9) при г| =  0 видно, что Л(т]) есть конечная величина или нуль, 

если In =  2 УгА, >с2, при г)->оо Л (г1)->-оо, при г]->-— оо А ( ц ) - * о о ,

т. е. не сущ ествует рещений, конечных во всем пространстве. Отсю да
следует, что для аргумента ц —k x  инвариант типа II не дает уравнений 
с частицеподобными решениями.

Уравнение с L x (III)  имеет вид
р&Л

f v + l . A l " ' 1 -  0. (10)
дх%

Д ля  статического сферйчески симметричного случая А^ = А ( г )  имеем 
уравнение

А" (г) If- А  А' (г) +  %2п~гА гп- г (г) = 0. (11)
% ^

Сделаем замену переменных: |/Я ,2я~1 г =  | ,  А (г) — Ф (£). Д л я  Ф (£) 
получаем уравнение Змдена — Фаулера

Ф" (I) +  у Ф '  (I) +  ф2п_1 (£) =  °*

Это уравнение для всех п > 2 имеет частное точное решение:

Ф (|)  =  с Г ц, г̂ де [х =  -2п2- р  ^ _1 =  1*(1 — М-). М-<  !•

Это решение монотонно! убывает на бесконечности и имеет особенность 
в нуле, т. е. не является частицеподобным. Д л я  нетривиальных реш е­
ний рассмотрим случаи конкретных значений п. Д ля  случая п = 2 имеем
уравнение

<и" ( I ) + 4 - ф ' ® + ф3 ®  =  °- (12)



Относительно этого уравнения существует теорема: уравнение ви­
да (12) не имеет монотонных решений. Таким образом, для уравнения 
с нелинейным членом по функции третьей степени мы не имеем стати­
ческих сферически симметричных частицеподобных решений. Рассм от­
рим случай п — 3. Получаем уравнение вида

Ф " ( 1 ) + у Ф ' ( 1 ) + Ф 5(1) =  0.

Это уравнение имеет точное решение. Подстановкой Ф ( |)  =  ,г v ^ln —

оно сводится к  уравнению

v" ( t ) -------— v (t ) +  vb (t ) =  0, где t  =  In — .
4 |

Общий интеграл этого уравнения имеет вид 
f* do

/ ■
Если с ^ О ,  то получаем эллиптический интеграл. Если Ci =  0, то реш е­
ние имеет вид

M r ) - ' / -  Зс4А.г2 +  Зс2

Полученное частицеподобное решение Л (г) монотонно убывает при 

r= .0 ,A (0 )  =  j / r  — , А ' ( г ) /Г=0= 0  и имеет в нуле максимум. Д ля  п > 3

точных решений не получено. Получены асимптотические решения 
для г—*~оо и г—>-0. Д ля  г-»-оо имеем

п л2̂  —X 1
Л (г) =  — ?L=---------------------------------------------------------------------------— - X ------ ---------- . (13)

у  )Л П~1 Г 2П -3 ,.2/1-3 v

(2 — /г) (3 — п) (2П~1К) 2

И з (13) видно, что при г-»-оо получаю тся монотонно убываю щ ие
1решения, поведение которых в основном определяется членом — .

Рассмотрим поведение решения вблизи нуля. Перейдем к функции 
и( ц)  =  Ф ( |) ,  г] =  ! 2. П олучаем уравнения вида

4 %2и" +  6 и'  +  и2"-1 =  0.

Д ля  |-> 0  пренебрегаем членом, содерж ащ им | 2, если и(12) вместе с 
первой и второй .производной конечны для 0 ^ 'g ,  |<С1. Тогда получаем 
уравнение вида

6 а ' +  и2" -1 =  0.

Общий интеграл этого уравнения имеет вид

и2п - --------- 5---------
2 п



л т  =

Для А (г) получаем решение вида

Получаем для всех п коне

1
2 n-ink у/*"---------г* +  с )

3 J

«ю е в нуле решение

1
А (г) /г=о = (с)*/*" ’

причем Л '( г ) /Г=0= 0 , A " ( f j / r=0< 0  и имеет в нуле максимум. Отсюда 
следует, что для всех 3 существуют статические сферически симмет­
ричные частицеподобные решения.

Рассмотрим случай, ^огда Ац = А ( г 2— t2), г2— /2=г]. Д ля  Л (г |) при 
л =  2 получаем уравнение

44" +  2Л' +  - ^ Л 3 =  0.

ЯПерейдем к новой перемЬнной: Ф (£) =.<4(т]), 1 — —  л* Д ля  Ф(Е) полу­

чаем уравнение

Ф*(Й +  -|-Ф'(6) + Фз ш 0.

Перейдем к новой функци

Ф (6)

(14)

(т ) /2у(1пт ) ’ 1пТ = / ’

Уравнение (14) сводится к уравнению для v ( t )
1

Общий интеграл этого уравнения имеет вид
dv

V

V v +  V3 =  0 .

1 1 
Ci +  — и2- -  - v*

t -f- сг.

Если СхФО, то получаем] эллиптический интеграл. Д ля  Ci =  0 решение 
имеет вид

•2с

ний не дает возможности в общем случае вы-

реса. Рассмотрим случай

А (г, t)
% (г* — /2) +  С*2

ение в точках t2—г2=-Получили разры вное реш

Д ля  остальных значений п точных решений не получено. Асимпто­
тическое поведение реше 
яснить существование точек разры ва и поэтому не представляет инте-

, когда = А  (т]), где ц — kx.

Из (1 0 )  получаем ±  a 2A"  -f- Х2п~х ■ А 2п~г — 0;

±  сй2 - й  +  kl +  k i — ©о.



Общий интеграл этого уравнения имеет вид
dA

= = = = =  = Ц  +  сг.
1 о«-1

С + -------------л 2/г
п  со2

Если С \ ф 0, то для  всех 2 получаем эллиптический интеграл. Если 
начальные условия выбрать так, что c i= 0 , то яри  w2< 0  получаем ре­
шение в виде

Л"-1 (г]) =  +  1
(п- 1)УЪ2”-', . %
-------------- — --------(ч +  с2)

(О у  п

П оскольку г] меняется в интервале (— оо, оо), то для всех rj, удовлет­
воряющих соотношению rj =  — с2, получаем точки разры ва, т. е. для это­
го аргумента при выбранных условиях не сущ ествует частицеподобных 
решений.

И з всех рассмотренных случаев следует вывод, что при введенных 
ограничениях только уравнения с нелинейным членом по функции име­
ют частицеподобные решения.
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