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КОРНЕЙ

Д л я  исследован ия  нелинейной системы  третьего порядка с зап азды ван ием  п р ед 
лагается  м етод  траекторий корней совм естно с принципом гарм онического бал анса . Вы 
яснены  условия прим енимости п р едлагаем ой  методики и сследования.

Исследованию  нелинейных систем второго порядка с запазды ванием  
посвящено ряд  работ [1— 3]. Этого нельзя сказать о системах с зап азд ы 
ванием более высокого порядка.

В данной работе на примере системы третьего порядка показана 
возможность применения метода траекторий корней [4] совместно с

принципом гармонического баланса 
[5, 6] для анализа нелинейных систем 
■с запазды ванием, и выяснены усло
вия, при которых возможен такой 
анализ. М етодом траекторий корней 
исследуются устойчивость системы, 
условия сущ ествования одночастот
ного периодического реж им а, нахо
дятся частота и амплитуда периоди
ческого реж има и исследуется устой
чивость этого реж има. Если нели
нейная система допускает эквива
лентную линеаризацию , то метод 

применим для любого вида однозначной нечетно-симметричной хар акте
ристики 'нелинейного эвена.

Рассмотрим нелинейную систему третьего порядка с «чистым» з а 
паздыванием, структурная схема которой представлена на рис. 1. Т акая 
система описывается нелинейным дифференциальным уравнением тре
тьего порядка с запазды ваю щ им аргументом

х  +  Sax  +  За2* +  a3x  +  /  [х (t — т)] =  0, (1)

т =  const.

Г-о
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Если в системе, несмотря на запазды вание, мож ет сущ ествовать 
одночастотный периодический режим и линейная часть обладает доста
точно хорошими фильтрующими свойствами [7J, то решение для пере
менной х  можно искать в виде

(2)

Условия сущ ествования одночастотного реж има будут получены ниже.
Если реш ение для х  удовлетворяет (2), то, пользуясь принципом 

гармонического баланса, нелинейное звено с однозначной нечетно-сим
метричной характеристикой можно заменить эквивалентным линейным 
с коэффициентом передачи

2Я
а (а) =  —-— Г f ( a  cos ij>) cos ib ob =  at

na J
(3)

и представить линеаризованное х а 
рактеристическое уравнение систе
мы для переменной х  в виде

(р +  а)3 +  q (а) ег?х = 0 .  (4)

Уравнение (4) мож ет быть исследо
вано методом траекторий корней на 
плоскости комплексных частот р =
=  6 +  io) [8, 9].

Ф ормально можно построить 
траектории корней уравнения (4), 
принимая q за  свободный парам етр, 
допускающ ий изменение в пределах 
от нуля до + о о . Значению  п арам ет
р а  <7 = 0  соответствует трехкратная 
начальная точка р = — а, располо
ж енная на конечном расстоянии от 
н ачала координат. Кроме того, б л а 
годаря запазды ванию , имеется бес
конечное число начальных точек, 
бесконечно удаленных от начала 
координат р-плоскости и располо
женных слева от мнимой оси too.
Траектории имеют бесконечное чис
ло ветвей [8, 9]. Н а рис. 2 представ
лено несколько ближайш их к нача
лу координат ветвей траекторий 
для уравнения (4) при т = 1  и а =  1.
Н аправление движения корней при возрастании парам етра q показано 
стрелками на траекториях.

Траектории корней пересекаю т мнимую ось в точках
t сох =  i  0 ,9 1 1, ^крх ~  2,48,

=  ±  5 ,2 8 /, при qKp2 =  155,6, (5)

tea, =  ±  11,31», qKp з =  1466,

Критические значения парам етра удовлетворяю т неравенствам

0  ^  Якр1  ^  ^ к р 2  ^  УкрЗ  • • •  ( 6 )



Н еравенства (6) выполняются при любых значениях т и а. Таким об
разом, с ростом парам етра от нуля на мнимую ось выходит сначала 
только одна пара комплексно-сопряженных корней '±*cdi, соответствую
щ ая значению парам етра <7крь При дальнейш ем росте парам етра на 
ось ш  выходит вторая пара комплексно-сопряженных корней ± t ©2 при 
значении парам етра qKT,2 и т. д.

Х арактер нелинейности наклады вает ограничения на допустимые 
значения q (a )  и поэтому на траекториях для конкретной нелинейности 
необходимо выделить области допустимых значений корней.

Если области допустимых значений корней целиком л еж ат в левой 
полуплоскости, то положение равновесия системы устойчиво.

Таким об разом ,если

0 < < 7 ( а ) < < 7 кр1, (7)

то система устойчива. Щри выполнении условия

0 < < 7 (я)< < 7 кР2 (8)

возможен выход на мнимую ось только одной пары комплексно-сопря
женных корней. В этом случае систему с запазды ванием  можно рас
см атривать как  одночастотную, в которой возможен периодический 
режим частоты « ь

Однако из-за наличия нелинейного звена в системе могут присут
ствовать гармоники основного колебания с частотами 3coi, 5соi, .... П о
этому для того, чтобы решение д л я -я  в виде (2) было оправданным, 
необходимо потребовать, чтобы линейная часть системы обладала до
статочно хорошими фильтровыми свойствами [6, 7], т. е.

|Г Х (£«>!) I»  I Г  (»*%)!, £ = 3 ,5 ,7 ,. . .  (9)

Следует отметить, что гармоники основного колебания не совпада
ют с частотами сог, соз, С04, так  как эти частоты не кратны основной
частоте шь

58



Таким образом, при выполнении условий (8) и (9) решение для х  
в виде (2) обоснованно.

Заметим, что при увеличении времени запазды вания т, частоты 
возможных периодических режимов уменьшаются. Д л я  примера на 
рис. 2 пунктирными кривыми начерчены траектории корней уравнения 
(4) при т = 3 .  В этом случае со} =0 ,55 . Ф ильтровые свойства'линейной 
части системы наклады ваю т ограничения на величину т сверху, при 
которых решение для х  можно искать в виде (2). В линейной части си
стемы гармоники основной частоты coi будут ослабляться тем меньше, 
чем больше запазды вание т *.

Н а рис. 3 построена амплитудно-частотная характеристика линей
ной части системы, описываемой характеристическим уравнением (4). 
При т =  1 гармоники основной частоты ослабляю тся гораздо лучше, чем 
при т =  3.

П редположим далее, что в рассматриваемой системе третьего по
рядка (т = 1 )  нелинейное звено описывается функцией вида

{ к х  при И < » )
[c s ig r tx  при |jc| >  b \

(10)

В этом случае 

Я (а) = 2k arc sin + т ] / > -

при а <СЬ 

при а  >  b (П)

Т ак как  m ax [q (а ) ] =  q (0) = k ,  то при &<<7Kp i= 2 ,4 8  система устой
чива, а при 9кр1̂ ^ < 9кр2=  155,6 в системе возможно одночастотное 
периодическое движение частоты 
0)1 =  0,91.

Пусть k = \ Q  и 6 = 1 . Граф ик функ
ции q (а) для этих значений k  и b пред
ставлен на рис. 4. При а —0 q ( a ) = k =
=  10> ^ Кр1 и п ар а  комплексно-сопря- 
женных корней леж ит в правой полу
плоскости в точках сс* (см. рис. 2), 
все остальные корни л еж ат  слева от 
.мнимой оси, поскольку q (a) < q Kp2- П о
лож ение равновесия устойчиво, и си
стема возбуж дается. С ростом ам пли
туды величина q (а) уменьш ается, а 
пара комплексно-сопряженных корней 
идет к оси ш .  При а = а 0= 5, когда 
q(a )  = ^ Крь корни приходят на мнимую 
ось в точки tco=±:0,91 i. Величина ао 
легко определяется на рис. 4 или из 

фор!мулы (11).
Периодический режим частоты coi и амплитуды а0 =  5 будет устой

чив. П осле изменения амплитуды а0 на величину !± Д а комплексно-со
пряженные корни со временем возвратятся на мнимую ось.

Таким образом, применение метода траекторий корней позволяет 
выяснить условия применимости одночастотного рассмотрения системы 
с запазды ванием  и в сочетании с принципом гармонического баланса

* В каждом конкретном случае нетрудно установить, при каком значении т реше
ние для х уже нельзя искать в виде (2). В таком случае необходимо производить про
цедуру гармонической линеаризации с учетом гармоник 110].
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позволяет исследовать устойчивость нелинейной системы с зап азды ва
нием, находить частоту и амплитуду периодического одночастотного 
реж им а и исследовать устойчивость этого реж има. П редлагаем ая мето
дика может быть с успехом .применена для  анализа нелинейных систем 
с запазды ванием  и более высокого порядка.

В заключение авторы вы раж аю т благодарность проф. К. Ф. Тео- 
дорчику и доц. Г. А. Бендрикову за внимание и ценные советы при 
выполнении работы.
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