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СРАВНЕНИЕ РЕШЕНИЙ ПРОБЛЕМЫ ДВУХ НЕПОДВИЖНЫХ  
ЦЕНТРОВ В КВАДРАТУРАХ И РЯДАХ

Проводится сравнение решений задачи двух неподвижных центров, полученных с 
помощью степенных рядов и в квадратурах в плоском случае.

В нашей статье [1] было дано решение проблемы двух неподвиж ­
ных центров при помощи степенных рядов. Известно, что эта проблема 
допускает решение в квадратурах  [2, 3]. В данной статье проводится 
сравнение указанны х решений. Д ля  простоты ограничимся рассмотре­
нием плоского случая.

Решение, полученное в работе [1], может быть записано в виде
ОО ОО 00

х  =  Y  a^ v’ у  =  L  z =  Y i Yv/V?
V=0 V=0 v = 0

00 oo

Pi =  Y  p2 =  Y bvtv’
v = 0  v= 0

00 00
<J1 = Y  a2 ^  Y t

y — 0  v= 0

где коэффициенты a, |3, y, ••• определяю тся рекуррентными соотноше­
ниями:

— 2 a0c1 =  3 

- 2 b0cl1 =  3b1b->i>,

1 • 2a2 =  k2a - 3l‘ (1 — m) (1 — a0) — k 2mb~*i* (1 +  a 0) ,

1 -2 P ,------ # V /2P0 (1 -  « )  -  k2m % b~ ^,

1 • 2y2 =  — k2 (I — m) y 0a - 3'* —  k2m y 0b^iK

a 2 =  «2 +  §2 +  y2 _ _  t fm b -Ч г  {(«2 -  1) +  §2 +  y 2} _  #  ( J _  m ) д ^ / . ,
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К  =  а 1 +  Р? +  Y? — k 2ma- 3/2 {(«2 _  1) _ J _  р2 +  Y2| _  РтЬ-ч*,

— 4а0с2 =Са~*1* [а2+  р2+  у 2—  k2m {b ~^  (а2 — 1) +  $20+  Y§) — V /2}“  ̂ а ~ Ц  —  

— 30а - 6/г [ах (а 0 — 1) +  +  YoYi]2»

— АЬ0йг =  6Ь~°1‘ [а2 +  р2 +  у2 — k2 ( 1 — т) {а~^ (а2 +  р2 +  у2) — а ~ Ц  — 

—  k2a~^]  —  3 0 6 -’/* [аг (а 0 +  1) +  Р0РХ +  YoYxl2*

П П

(я +  1 )(/г + . 2 ) а я+2 =  — &2 ( 1 — m) ^  avC„_v — &2m £ a v drt_ v +
v = 0  v = 0

+  k 2 (1 — m )cn — k 2m dn
П fl

(n +  1) (n +  2 ) $n+2 =  —  k 2 (1 — m)  £  pvcn-v  — k2m  £  pv flk-v,
v = 0  v= 0

n n
(n +  1) (n -f- 2) Yrt+2 =  — k 2 (1 — m) £  Yv^-v — ^  ^  Yv 4*-v.

v = 0  v = 0

«« =  (a a )« +  # ) «  +  (Yy )n  —  2 a n +  (  »>

=  (aa)„ +  (№)„ +  (YY)« +  2aя +  £

В приведенных формулах e n = l  для n=Q  и e n =  0 для п ф 0. К оэф ­
фициенты первых членов рядов определяю тся по следующим форму­
лам:

п — 1

— 2 па0сп =  V  (3п  — v) cva„_v,
v = 0  

«—1
— 2 nb0 dn =  ^  (3ft — v) d vbn- v,

v= 0

« 0  =  ( « 0  —  ! ) 2 +  Po +  Yo! ^0 =  ( « 0  +  I ) 2 +  Po +  Yo» 

c0 =  d0 =  b~3'*,

=  2 (a0ai -f- PqPi +  YoYi) 2аг, 

bx =  2 (а ^ !  +  +  YoYi) +  2ax.

И з этих соотношений следует, что если мы покаж ем  тождественность 
величин а0, b0, с0, d0, аг, £2, Уг ... для обоих типов решений при одина­
ковых начальных условиях, то наш е заключение будет справедливым
и для всех остальных коэффициентов, вы раж аю щ ихся через у казан ­
ные.

Д ля  получения решения в квадратурах  воспользуемся преобразо­
ванием Тиле. Положим

Х = —1]Х, рг = (А, +  и-)2, р2 = (Я- — ц)2, 
y =  V(№— 1)(1—[X2), <ТХ = (Я +  [г)"3, (1)

о-2 =  (Я — II)-3,
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где K = c s b v t p ,=cshtt. Тогда решение задачи  определится из уравнений 

(Я.*- ц*) =  V ~ 2 ( W - l ) ( /Л2 +  ». +  « ) ,
at

_____________________ (2)
(Хг — р.*) —  1/2 (|»* -  1) (Лца +  ц +  о),

at

в которых h — постоянная энергии, а  — постоянная интеграла площ а­
дей, т  — масса одного из притягиваю щ их центров, 1— т  — масса вто­
рого притягиваю щ его центра.

Предположим, что X и ц могут быть разлож ены  в ряды по возра­
стающим степеням времени t, и пусть

X =  б„ +  +  b2t2 +  б3̂ 3 +  . . . ,

М- =  £ о +  £ лР +  £ +  £ З*3 + -----
П одставляя эти ряды в выраж ения для х, у,  р ь р2, ..., можно найти 
рекуррентные формулы  для a n, Рп, ап, bn, сп, d n. Д ля а п получим

(а0 +  а  xt +  а 2£2 +  • • •) =* — (60 +  +  • • • ) ( £  о +  £ +  £ г^2_Ь • • •)
(4)

<*0 ~  £ 0̂ 0»

а 1 ~  ( £ 0^1 С х̂ о)»

tt2 =  ( 6 (Ai +  6 А  +  (  А )

&п — ^  £  v6rt_ v.

V = 0

Подобные формулы могут быть написаны и для р и у. Ясно, что 

< /г =  (So +  е о ) ; 3/2> ьо =  (во— € o)-3/s  
_ fe2m (1 — W) (бр -  € u)3 (1 +  € Л )  -  k2m  (60 +  €„)» (1 -  £ 0б0)

2 1 2 (6 2 - ^ 3

Отсюда

ft -  i  <aS -  f  + ^ i r  ]  “  T F T
(5)

Д л я  вычисления при помощи формул ( 1) необходимо найти е 2 и 62. 
Возводя уравнения (2) в квадрат, получим

=  2(Х2— 1 ) ( №  + >. +  «),

— й-2) ( - ^ - J  =  2 (j.r — 1) ( V  +  ц +  а). (6)

Дифференцируя первое из уравнений (6), получаем
dX йП. 

dt d t2



Подставляя в полученное уравнение вместо Я и ц  ряды V  V  6 и
i=0 i=0

приравнивая с обеих сторон постоянные члены, находим

( ° Т

"«Г1 ! т
Н-

е?

2(6 2 -1 ) ^  2(б2- 6 2) 2 (бд —- €д)

3 0 (<5о —  1 )  { ^ о  - ^ 0 ( 1  —  2т)} б г ( б 0б х —  € 0<ЕХ)

<«§ — €»)» 62- € 2
Аналогично:

С ^ о - 1) f  Ь1 , £i Л
2 (б2-ф  { б2_ 1  1-е2 ;

е° (€0 1) [*,2£ *,2/1 Г ! | £ 1е0 (606i €оех) .

2fea( l - 2 / n ) ( € ^ - l )

2 (So е2)

И е 2 B b lJ

а 2 I ^ 0^2 +  С А  +  (  2̂ о1 *

П одставляя полученные для  62 и е 2 вы раж ения в формулу (4), опре­
деляющую 0t2, получим

[ € " W '
:0во»; , » ( « ? - ! )  6g— 1 +  1 - е 2

2 (в |—е|)=> +  2 (в2_е5)

б0 (б2 -  1) {^бр -  £2g0 (1 -  2m)}  ̂ I / • a _ l a ! " / ' 2 £ (S06 , - M l )

1) 2 (6q Gq)2 2 (6q — Go)

( M , } + e A  +  f l . [ € ?  +

№ (1 — 2m) (€2 1) g 0 (g 2 - i )  .  62 g f x

2 (6 § — e^) 2 (б 2 - е $  V б2 — 1 1 - 4  )

G o ( e i - i )
< * 4 - * 8( i  — 2m) € „ } ] .

После упрощений получим окончательно уравнение

(̂ 0 -  1) €0бо (62 -  1) {А*60 _  *€„ (1 _  2т)
«2 =  ~ [ 2(eg— е§) ( б ^ - ф 3 +

, ^2( i -2 m )6 0 ( 62 - i )  e o M e f - i )
2 (б 2 - е 2) ( « § - € § )«  { 0 ̂ о( ) } .

_  6* (1 -  2 т ) (б0 -  € 0)з (1 +  g 060) -  Шт (б0 +  £ 0)з (1 -  £ 0б0)
2 (62 - g 2)3

аналогичное (5).
П ринимая во внимание соотношение

у 2 =  (Я2 — 1)(1 — |х2), (7)
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у  =  — (X2— 1)ц  ^  + ( 1  — (А)а Я,—  , (8)
* я  / г  Л г /  я

+ ( ^ ,> (f) ,+(1^ > ^ -  (9)
П олагая

00 оо со

у  =  ^  х =  £ б^ ’ ц =  S  £
г = 0  t = 0  г '= 0

подставим эти ряды в (7), (8) и (9). П риравнивая соответствующие
коэффициенты, найдем <■

Ро =  (60— 1) (1 — €о)’ 

PoPi =  - ( Ч -  1) £ об 1 - 2 (62 -  1) 6 об 2 - 4 ( Л (  А  +

+  ( i - 6 § ) e ?  +  2 ( i - o v > , .

«о e g e f  (б2 - 1)2 +  б2б2 (1 -  е 2)2 -  2€0e A 6 i  (в§ - 1) (i -  е 20)
Pf =  -------- -------------

найдем р2. Дифференцируя (7), получаем

( 6 2 — i ) ( i _ € 2)

б2 — 1 б2б? (1 —
— с  ч(_ 2 _ J ! _______ L 0 1V , .  2 £  С- h Ъ
~  t o t l  ,  c 2 I 1 2  1 ^ o t l ° 0 U r

1 — fc0 °0

П одставляя в выражение для Р г  значения р2 и Р о ,  получим

что совпадает с величиной р2, полученной первым способом.
П ринимая во внимание, что все другие коэффициенты вы раж аю тся 

через a -о,  ai, аг, Р о ,  Р ь  Р 2,  можно заключить о тождественности и всех 
других коэффициентов, полученных при помощи рядов и квадратур. О т­
сюда следует эквивалентность обоих решений. По-видимому, в ряде 
задач  использование решений в виде рядов может оказаться более 
предпочтительным.

В заклю чение вы раж аю  благодарность своему руководителю проф. 
Б. М. Ш иголеву. Я признателен такж е В. Г. Д емину и Д ас  Пурна 
Ч андра за  помощь в подготовке работы.
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