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ИССЛЕДОВАНИЕ ВОЛН В КРИСТАЛЛЕ ПРИ УСЛОВИЯХ, 
БЛИЗКИХ К УСЛОВИЯМ КРИСТАЛЛИЗАЦИИ,

С ПОМОЩЬЮ УРАВНЕНИЯ ВЛАСОВА

На основе уравнения Власова рассматривается распространение установив­
шихся волн в неограниченном одномерном кристалле в линейном приближении. Основ­
ное внимание уделено кристаллу, находящемуся в условиях, близких к условиям крис­
таллизации. Развит метод последовательного определения функции распределения. Н ай­
дена зависимость между частотой волны и волновым вектором, при этом особо рассмот­
рен случай брэгговского отражения.

В работах В ласова кристаллическое состояние вещ ества рассмат- 
ривается на основе уравнения для функции распределения f ( r , v , t )  [1]

4 Г +  ----- - W v -  [  K ( \ r — r'|)/(r', o ', t) dv'dr'  =  0, (1)
dt r  m  v r  j

(oo)

где К  (j r— r'\ ) — потенциальная энергия взаимодействия меж ду части­
цами, т  — масса частицы. При определенных условиях это уравнение 
имеет не зависящ ее от времени решение, представляю щ ее собой перио­
дическое распределение в пространстве (кристалл).

В настоящ ей работе исследуется вопрос о распространении устано­
вившихся волн малой амплитуды в подобных неограниченных периоди­
ческих структурах. Основное внимание уделяется кристаллу, находя­
щемуся в условиях, близких к тем, при которых происходит кристал­
лизация. Это позволяет непосредственно сравнить качественные законо­
мерности распространения волн в кристаллических и однородных 
средах, а такж е дает возможность выяснить малоисследованный во­
прос, как  происходят изменения в характере распространения волн 
при переходе вещества из однородного состояния в кристаллическое.

Функция распределения для кристалла

Рассмотрим предварительно не зависящ ие от времени решения 
уравнения (1). Это уравнение имеет решение f=\ f0(r, v) ,  причем [1]

/о СгЛ) =  р [ - ^  +  у Сг)\  (2)
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где F. — произвольная функция,

v f i  =  J  K ( \ 7 - 7 ’ \ ) f a(7',v)dvd7’ . (3)
(оо)

Проинтегрировав выражение (2) по dv  и подставив (3), получаем не- 
линейное интегральное уравнение для плотности Р о ^ ) ^  J /о (г > у) dv:

(о о )

dv.  (4)Ро(Ь= j  ^(1^ —^1)Ро(^)^
(о о ) (о о )

В работе [1] функция /0(/", v ) конкретизируется с помощью предпо­
лож ения о статистической независимости. В настоящ ей работе мы не 
будем конкретизировать эту функцию. Но в дальнейш ем на /0 будут 
налож ены  некоторые условия, позволяющие наиболее просто рассмот­
реть распространение волн в кристалле.

Н айдем условие возникновения периодических решений уравнения
(4). Это уравнение имеет решение ро= р  =  const, так  как  в этом случае 
правая часть (4) не зависит от г. Будем искать решение уравнения (4)>
в виде ро (г) = p  +  api (г),  где |а| <С 1- Р азл агая  подынтегральное вы ра­
жение в ряд по а, в линейном приближении получаем

P l (7 )+ ^ * ( i ; - ; 4 ) P i ( o ^ o ,  (5)
(о о )

где

СГ,-----/ d v =  —  Г F ( dv.  (6)
А  ( т Ф \  т )  \  2 J

Гг)
(°°) Л\ ------ ) о

Уравнение (5) имеет периодические решения типа pi ( r ) = A e iar, 
если 1 + Я аа =  0, где оа— ] К ( |г |)  eiardr. Д анное условие обобщ ает кри-

(о о )

терий кристаллизации, полученный Власовым [1] в предположении, что 

f ( t )  представляет собой максвелловское распределение. Д ля  м акс­

велловского распределения Х = р /#  (#  — тем пература). Заметим, что 
полученное выше условие может выполняться лишь в том случае, если 
a a< 0  (из (6) следует, что Х >0, так  как  F ~ ^ 0).

Г 2
Уравнение (1) имеет такж е решения вида fo = F   5 +  F (x ) , vy, v z

1 2
Плотность ро (х) удовлетворяет уравнению такого ж е типа, как  и у р ав ­
нение (4). В дальнейш ем в целях простоты будем рассматривать именно 
этот случай, когда /0 не зависит от у  и z.

В условиях, близких к условиям кристаллизации, распределение 
в координатном пространстве мало отличается от равномерного. В этом 
случае

/о (х, vx) =  J  /о (х, v) dvydvz =  / 00 (vx) +  a /01 (х, vx) +  a 2/ 02 (x, vx) +  , (7)
(°°)

Ро (x) =  P +  ap i (x) +  a 2p2 (x) +  . . .  - 
где a  — некоторый малый параметр.
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Обозначив период рассматриваемой структуры 2л/а,  разлож им 
foi и рj в ряды Фурье:

+°°
/о; (*> vx) =  £  ср{Л (vx) einax,

Л = — оо

+ о о

P j ( x ) =  £  j =  1 , 2 , . . .  (8)
--00

Конкретный вид функций ср^ ( y j  и можно найти, задав

Функция распределения и дисперсионное соотношение для волн
в кристалле

К ак уж е отмечалось выше, будем рассматривать периодические 
структуры, пространственная плотность которых зависит только от од­
ной координаты (например, х) .  Будем предполагать такж е, что волны 
распространяю тся вдоль оси х. Это позволит наиболее простым обра­
зом выяснить основные закономерности распространения волн. Проин­
тегрируем функцию распределения по несущественным переменным vy 
и vz. П олучивш аяся в результате функция f (x ,  vx, t ) удовлетворяет 
уравнению (в дальнейш ем вместо vx везде будем писать v )

+  ------- L - | L - M  JC (lT— 7 ' \ ) t ( x ' ,  u ' , t )d u 'd P  =  0. (9)
от dx m  dv dx  J

(oo)

Реш ение этого уравнения ищем в виде
f ( x , v , t )  = f 0( x , v )  +  f 1 ( x , v , t ) ,

где /о — функция распределения для кристалла, / 1 — м алая добавка, 
вы зы ваем ая волной. Если подставить это выражение в уравнение (9) 
и пренебречь членом порядка f 2v  то для /i получается линейное у р ав ­
нение. Реш ение этого линейного уравнения, соответствующ ее устано­
вившимся волнам, ищем в виде

f x (х, v , t ) = * h  (х, v) еш .

Используя выраж ения (7), получаем следующее уравнение для h ( x , v ) :

mh,  +  v — ------— - 2 — Г К ( \ г  — г'  | ) h ( x r, v') dv'  dr'  —
dx m  dv dx  J

(oo)

— - — Г K ( \ r - ' r , \ ) h ( x , t v , ) d v ,d ? ~ -
m dv dx  J

(oo)

_ ^ d f o 1 j L r K ( \ ? _ ? \ ) h ( x ' , v ' ) d v ' d ?  —
m dv dx j

(o o )

- Г - - М  . = 0  (10)m dv dx j
(oo)
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Реш ение этого уравнения будем искать в форме разлож ения по а:

h (х, v ) =  h0 (х, v) +  ahx (х, v ) -j- a2h 2 (х, и) +  . . .  (11)

Необходимо такж е принять во внимание, что дисперсионное соот­
ношение, связываю щ ее частоту волны и волновой вектор, долж но зави ­
сеть от параметров, характеризую щ их кристалл, а поэтому долж но 
зависеть от а. Обычно в эксперименте задается частота, равная часто­
те источника волн. Мы ж е будем считать заданны м волновой вектор. 
Это связано с тем, что волновой вектор сложным образом входит в ре­
шение уравнения (10), ввиду сложной зависимости этого уравнения 
от х. Частота ж е довольно просто входит в это уравнение. П оэтому с 
точки зрения реш ения уравнения (10) проще задать  волновой вектор 
и искать частоту, с которой долж ен действовать источник для создания 
волны с заданным значением волнового вектора (здесь подразум евает­
ся, что источник находится на бесконечности). Частоту оо ищем в виде 
ряда

(о =  coQ -J- acoj a2co2 +  • • • (12)
В нулевом приближении по а  имеем

imA + f-f1---K(Cr-7'\)ha(x',v')dv'd7' = 0. (13)
дх т  dv dx  J

(о о )

Это уравнение известно из теории распространения волн в однородных 
средах [1]. Его решение есть

h 0 (х, v) =  g  (v ) e~ikx 

g(») = — (14)
tn kv —  (O0

+ 0 0

где 6 p =  j  g ( v ) d v  — произвольный параметр, определяющий амплиту-
---GO

ду волны. Частота to0 и волновой вектор k  связаны  посредством диспер­
сионного уравнения

_fe_ Г° d f j d v  _ d v  =  { j

т k J k v - щ  V 7
(oo)

Д ля  того чтобы интеграл в этом выражении сущ ествовал в обычном 
смысле, будем предполагать, что df00/dv  =  0 при v = (oo/k. Это предполо­
жение обсудим впоследствии.

Переходим к следую щ ему приближению по а. Члены в уравнении 
(10), пропорциональные а, даю т

» А  +  ' ^ — х- ^ г - г -  f  K ( \ 7 - P \ ) h 1 ( x ' , v ' ) d v ' d ?  =
дх  т dv dx  J

(о о )

J  К  ([ Г — r ' \ ) h 0 ( х \  v') dv'dr'  +

(о о )

_L J -  P - ■ *  ■*-
m dv dx

(o o )

+  - “ L - M  « ■ ( ! ? - %  P l( x ' ) d / - m A -  (16)
m dv ox J

(oo)



Решение этого уравнения ищем в виде
+ 00

hx (х, v) = e r ikx ^  bn (v ) einax. (17)
п ~ — 00

П равую  часть уравнения (16) преобразуем, используя вы раж ения (8). 
После подстановки, приравнивая Фурье-компоненты правой и левой 
частей полученного выраж ения, находим систему уравнений для bn (v):

+<j° , (i)
(ю0 — kv) b0 -\------ak \ b0 (v') dv'  = ------— ak 6p — со

m dv J m dv
—00

+ 0 0

[0)0 -j- (na — k ) v ] b n ----- -- (na —  k) am_ k Г bn (o ') dv'  =
m dv J

-------- -- %  «Р +  —  ««<>*, (ПФО).  (18)m dv m dv

Разделим  первое из этих уравнений на k v — шо и проинтегрируем 
по v. Л евая  часть получившегося вы раж ения будет равна нулю в силу 
дисперсионного уравнения (15). П риравнивая нулю правую часть, оп­
ределяем оси:

(О
+ 0 0  / t v  + 0 0

_  ,  М У *  д Г  г л ы * , м  Г  (19)
J COq ■ ■ kv _ J  (kv’ — (00)2 J

Будем  предполагать, что dq>W /dv  = О и d2fw ldv 2 =  0 при t) =  oW&; поэтому 
интегралы в выражении (19) существуют в обычном смысле.

И з первого уравнения (18) можно получить

и / Ч k Л d ^ / d v  g
6o(f) =  —  о ^ Р -т -----------Ь ©1 -7 -^ -------bC g,т kv — со0 kv — щ

где С — произвольная постоянная.
Уравнения (18) при п Ф 0 реш аю тся следующим образом. Р азд е ­

лим каж дое из этих уравнений на ®о+ (па—k ) v  соответственно и про­
интегрируем по V .

+  00 + 0 0

[ l  — —  (па — k ) a na_k ( -  - dv 1 Г bn (v ' ) dv '  =
L m J ©о 4-(na — k)v  J J

 00 — oo

_  * A. , « +f”  dgl*>
m

(Jk6p Г ----------------------------------—  dv 4- —  naWa a f  ---dgj&v----^
J ©0 4- (na — k) v m n J co0 4- (na — k) v

^̂ 00
Определим отсюда j  bn (v)dv,  тогда из уравнений (18) можно найти 

— 00
bn (v).  Д ля  сущ ествования интегралов в соотношениях (20) потребуем, 
чтобы dfoo/dv = 0 , d 2fao/dv2 = 0 , dq>W/dv = Q при o =  0n ==,too/(&— па).
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Н есколько слов о сходимости ряда (17). Если п-+ оо, то коэффи-
-f-oo

циент при J  bn (v )d v  в формуле (20) стремится к единице, так как
— оо

Gna—h—*"0. П оэтому при больших п получаем приближенную оценку 
+ 00 

( bn {v)dv ( ± А  +  Ват ) \ а ^ \

(А и В  — величины, независящ ие от п).  Таким образом, ряд (17), про­
интегрированный по v, сходится, если сходятся ряды (8). Подобным 
образом можно убедиться в сходимости самого ряда (17).

Аналогичным образом находятся другие члены разлож ений (11) и 
(12). Т ак

оо, =
1=—о 

+  00 + о о

+  - i-  У  /а<»<тв  Г ^ L d v ~
т ,) kv — со0

1= . — оо — оо

+°° j  (2> / j  +°°*̂ -00
d % 4 dv р 6о(0)

kv
dv

П одставив g ( v ) ,  bn (v),  ©о, coi, можно выразить 002 через параметры  
кристалла и k  (dp при этом со кр ащ ается ).

При решении уравнения (10) появляю тся интегралы от различных 
производных функций foo(v) и деленных на v— vn. Эти интегра­
лы не вызываю т затруднений, если dfw /dv  и dq ^ J /d v  (а следовательно, 
dfo/dv) обращ аю тся в нуль в некоторых малых окрестностях, содерж а­
щих точки v = v n. В настоящ ей работе предполагается, что dfo/dv 
удовлетворяет этому условию. В остальном F  может быть произвольна 
и близка к  любой заданной функции. Если ж е это условие не выпол­
няется, то требуется особое рассмотрение; подобная ситуация имеет 
место и при исследовании распространения волн в однородных средах 
[1, 2].

Брэгговское отраж ение

Результаты  предыдущего раздела перестают быть верными, если
+  оо

коэффициент при J bn (v )d v  в выражении (20) обращ ается в нуль.
— оо

П риняв во внимание дисперсионное уравнение (15), получим, что этот 
коэффициент равен нулю, если па—k = k. Соотношение na =  2 k  соответ­
ствует известному условию Брэгга.

Остановимся более подробно на этом случае. Н айдем решение у р ав ­
нения (10), если k = a/ 2  +  Ak,  причем Д&<С&. Аналогичный случай рас­
смотрен в работе [3] (но там  исследуются уравнения других типов). 
Решение уравнения (13) будем искать в виде суммы прямой и о тра­
женной волн (как это сделано в [3])

h0 (х , v) =  g  (v) e~ikx +  g x (v) eikx- 2iAkx. (21)
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Это выражение не удовлетворяет уравнению (13), если Д б ^ О . Но 
если использовать формулу (14) и положить

+оо

8 1  (v ) =  —  6Pi> 6P i =  f  g i ( v) dv> (22)
m kv +  (o0 J

—00

то выражение (21) будет удовлетворять уравнению (13) с точностью 
до членов порядка Ak/k.  Следует заметить, что уравнение (15) не ме­
няется при замене k  на — k  в силу четности поэтому соотношение 
(22) не противоречит уравнению (15).

О братимся к точному уравнению (10). Раньш е мы реш али его сле­
дующим образом. После подстановки в это уравнение разлож ений (11) 
и (12) оно разбивается на группы членов, пропорциональных различ­
ным степеням а. Мы приравнивали нулю каж дую  такую  группу членов. 
Если ж е считать, что hQ(x, v ) определяется выражением (21), то чле­
ны, пропорциональные а 0, не обращ аю тся в нуль, но они отличаются от 
нуля на малую величину порядка Ak/k.  Перенесем эту величину в выс­
шие приближения. Рассм атривая высшие приближения, будем объеди­
нять члены, пропорциональные одинаковым степеням а  и Ak/k.  В этом 
случае уравнение (16) для h {(x, v ) долж но быть изменено добавлением 
к правой части члена

i G (v) eikx~2iAkx,
а т

где

G(v)  =  _  2 - ^ ( 6 - ^ -  +  щ °к
dv \  dk kv  4- со0

Решение уравнения для hi (х, v)  имеет вид

+00
К  (X, V ) =  £  bn (v) е‘

Здесь учтено, что a = 2 (k—Ak) .  Определение функций bn (v) ( п Ф 0 ,— 1) 
не представляет труда и производится' аналогично тому, как описано 
выше. Рассмотрим уравнения для b0(v) и b ^ i ( v ) .  М алы е члены, пропор­
циональные Ak /k  (но не Ak/ak) ,  следует отбросить (т. е. перенести в 
высшее приближ ение). В результате получаем

+ 0 0

(a>0 —  k v ) b _ 1 + — - ^ - a k Г b_x (v ' )dv '  =  
т dv J

k „  А , k с a dgx
—  - 1 Г -  +  —  -  —  й-1

+00
(a\  +  kv )b e -----<st  f  b„(v' )dv'  =

m dv J
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Разделим  первое уравнение на k v —соо, второе — на &у +  соо и получен­
ные выраж ения проинтегрируем по v. Если учесть дисперсионное у р ав ­
нение (15) и в некоторых интегралах сделать замену v-̂ >— v, то полу­
чим два таких уравнения

(cBj/ j — / 2) бр — / Збр1 =  О,

/ з б р - ( с о 1/ 1 - / ! +  - ~ - / 4 ) 5 р 1 =  0. (23)

Здесь учтено, что в силу действительности / 01 и рх имеют место соотно­
шения ср(Д  =  а{1_\ =  [a^j*, и введены обозначения

_  Y - f f i s a u  л ,  1 ,  -  Л  « а * . * .1 ‘ J (to-aj* * J щ-Ь>
—  ОО — оо

d (  dfoofdv
+р° dq>{}_\/dv a +Д° dv \  kv +  <a0 ,

I 3 =  ak \ -г---------d v -------- aV\oaok \ ------- ----------------  dv,
J  kv — CD0 m  J  kv  —■ (D0

+oo 

=  1
h  „  ^ _ O W _  d 0 _

kv  -f- fi>0

Система однородных уравнений (23) относительно неизвестных 6f> 
и 6pi допускает отличные от нуля решения, если определитель этой си­
стемы равен нулю. П риравнивая нулю определитель, находим м ь

О)! =
h  Я 1

Если A k / a то одно из значений coi (какое именно, зависит от 
знака Ak)  совпадает с полученным в предыдущем разделе (19). Д р у ­
гое значение coi в этом случае следует отбросить. В точке k  = a/ 2 кри­
вая зависимости со от k  терпит разры в: при стремлении к этой точке 
слева частота стремится к одному значению (обозначим это значение 
со'), при стремлении справа — к другому значению (которое обозначим 
со"). Величина разры ва кривой со—со(&) в этой точке равна

(£>" —  СО' =

Одно из соотношений (23) позволяет определить связь между бр 
и брь В частности, если Д& =  0, то |бр| =  (бр^.

Таким образом, если среда кристаллизуется, то на дисперсионной 
кривой появляю тся разрывы при тех значениях волнового вектора, ко­
торые удовлетворяю т условию Брэгга. Величина этих разры вов пропор­
циональна «амплитуде» кристалла (— а). Волны с частотой, леж ащ ей 
в пределах от со' до со", распространяться не могут, так  как  такой ча­



стоте не соответствует ни одно действительное значение k  (если нет 
других ветвей дисперсионной кривой). Ветвь дисперсионной кривой по­
является при со >со"; из борновской теории кристалла следует лиш ь н а ­
личие ветви при со-Со/ (отметим, что ветвь при со > со "  нельзя отож дест­
влять с оптической ветвью, так  как в настоящ ей работе предполагается 
наличие частиц лиш ь одного сорта).

В заключение благодарю  проф. А. А. В ласова за  предложенную 
тему и дискуссии.

Л И Т Е Р А Т У Р А

1. В л а с о в  А. А. Теория многих частиц. М., Гостехиздат, 1950.
2. Г о л о в к о  В. А. Ж ЭТФ, 47, 1765, 1964.
3. Б р и л л ю э н  Л., П а р о д и М. Распространение волн в периодических структурах.

М., И Л , 1959.

Поступила в редакцию 
20. 211966 г.

Кафедра 
теоретической физики




