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К ТЕОРИИ КРИСТАЛЛА ПРИ АБСОЛЮТНОМ НУЛЕ 
ТЕМПЕРАТУРЫ

Теоретически выводятся некоторые свойства кристалла при абсолютном нуле из 
самосогласованного уравнения квантовой механики.

Статистическая теория кристалла была разработана А. А. В ласо
вым [1]. Согласно этой теории частицы в кристаллах не обязательно 
фиксируются iB определенных точках пространства, а непрерывно р ас 
пределены по всему кристаллу. Статистическая теория кристалла опи
сывает основное свойство кристалла — его периодическую структуру, 
выводит величину периода, амплитуду периодической структуры 
и т. д.

Д ля твердого тела при низких тем пературах могут играть роль 
квантовые эффекты. Поэтому вопрос о кристаллическом состоянии дол
жен быть исследован в квантовой теории. В настоящей работе ищется 
основное состояние вещ ества при заданной плотности частиц исходя из 
модельного уравнения:

а - 5 г  =  №|>, # » = - - ^ - v s +  (1)
dt 2т J

причем |г |з(г)|2 — плотность числа частиц.
Подобное уравнение может описывать систему бесопиновых частиц, 

взаимодействующих между собой на далеких расстояниях. Его реш е
ние будет представлять физический интерес в случае, если плотность 
числа частиц

р =  lim - L  С (г) ^  (г) dr 
V-too V J

не очень велика.
Уравнение (1) имеет решение

- i  —  t
h , £  =  ^я|з0 ^ / С ( | г — ? ' \ ) d P  =  p<r(0),

описывающее однородное распределение частиц, которое соответствует 
одному из собственных состояний системы. Чтобы ответить на вопрос,
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является ли однородное состояние реально реализуемым при заданной 
плотности частиц, исследуем устойчивость решения ipo(/\ t ) .

.Полагая, что =  i|50 +  бф и | бф | <С I Ч’о I» линеаризуем уравнение (1)
д6г|) _ ft2

2 т
th

dt
V2H +  ^ dr'by +  J  W K ^ d r ' %  +  j  ty*0 Kby>dr' %

(2)
Поскольку это уравнение содержит 6г|), бф* одновременно, его необхо
димо реш ать совместно с сопряженным ему уравнением.

П одставляя Фурье — разлож ение искомого решения

:J4
/ —Т- (рг-ЯО

>еh dp

в (2) и в сопряженное ему уравнение, имеем

ifr

— th

dt

д6г|)

Pz
2m

- 4 - pa(p)  j  бг|)? +  e(p)pbty*.

dt [ 

Их решением будет [2 — 3]:

бг|)~ 

(0)

2т
+  ра(р ) +  °  (Р) Рбф-

бф _» =  
— р ро (0)

бяЬ-»- (0) е 
р

Р1
2т

ft ЕР*

ра(0)
■E^t

(3)

где

Т Т +  ~ Р а (Р)’ а (р)4т2 2т
Фурье образ взаимодействия.

Отсюда следует, что однородное состояние неустойчиво, если не 
выполняется неравенство

2т
-f  2рсх (р) >  0 для всех р. (4)

Аналогичное неравенство в классическом случае имеет вид [1] ра(р )> > 0 .
В интересующем нас случае молекулярных сил функция о(р)  при

нимает отрицательные значения в некоторой области изменения

близкой к обратному радиусу действия молекулярных сил. Вследствие 
чего существует (некоторая критическая плотность ркр, такая, что при 
Р > Р кр неравенство (4) уже не имеет места. Это значит, что однородное 
распределение может быть основным состоянием вещества лишь при 
плотностях, меньших некоторой рКр, а в остальных случаях оно мета- 
стабильно. Остается предположить, что при плотности большей ркр, 
основным состоянием вещества является периодическое распределение.

Следуя [1], ищем периодическое состояние вблизи точки перехода
жидкость— кристалл: г|)0 =  сехр



Предположим, что искомое решение ( г ,  Е ) разложимо в этой точке
в ряд

1 2
•1(3 (г , Е ) =  с +- е п +  8 » %  -f . .  . , (5)

где Е  — Е 0 — ±  е, е> > 0, а п — целое число.
П одставляя (5) для случая п =  2 в уравнение (1), получим систему

интегро-дифференциальных уравнений

L { % ( r ) }  = f 2(%)  (6)
и т. д ., где

L{ty(r)} =  v 4 ( 0  —  2 а Ро J  А Г ([/* —  г' \)y(r')dr', а  =  - ^ - ,  р 0 =  с 2 .
Здесь с — с*. Если с — комплексное число, то, в силу рекуррентности 

системы (6), периодическое решение вида (5) должно быть действитель
ной функцией с точностью до несущественного фазового множителя 
exp (iargc). Непосредственное вычисление показывает, что для остальных 
значений система уравнений типа (6) неразрешима.

Решение этой системы нормируем так, чтобы на элементарную 
ячейку периодичности приходилась одна частица, т. е.

pd3 =  \ .  (6 ')

Рассмотрим линейное уравнение (6). Ищем решение этого уравне
ния в виде простейшей периодической функции

г|)г (г) — A c o s k  г. (7)

П одставляя ее в (1), получим уравнение для величины периода
оо

S02 +  ~ m p „  j  K ( s ) ~ i ~ f - s ’>ds =  0*. (8)
О

Постоянная А  пока остается произвольной, она может определяться из 
следующих приближений. При бесконечном малом е величина периода, 
определяемая из (8), долж на согласоваться с плотностью р0:

Ро =  — г  
’ 4

Итак, имеем

З3/гл 2 Ь2 . f  . . /  2я  У з
2т

о
+  \ К  (s) sin ( ----- ----- s )s  ds =  0. (9)

Аналогичное уравнение в классическом случае имеет вид [1]
оо _

3 d2Q I Г г  i \ • /  2п / 3
2т

Уравнение (9) при формальном стремлении величины fi- й )  переходит 
в классическое уравнение для случая 0 =  0.

* Подобное выражение для периода найдено А. А. Власовым как в классическом, 
так и квантовомеханическом случаях.



Д ля сил взаимодействия, образующих потенциальную яму, о ( р ) 
такж е образует потенциальную яму. При этом в уравнении (8) k 0 будут 
действительны, если глубина ямы достаточно велика.

Перейдем к оценке порядка выступающих величин. Д ля молеку
лярного взаимодействия выберем потенциал

О при г <  а0

при г ^ > а 0.
Г

Здесь параметр а0 имеет смысл радиуса облгсти, где взаимодействие 
несущественно. Минимум К  (г) равен и и находится в точке rmin =  

10 у/*
1 о-. )* -

При этом уравнение (9) будет

n2ft2 ' и /  Гп '  a' (k') =  0, (10)
10 J m r 2 3Vs V а<

где

сг' (k ')  -  —  Y  [(7! — 5! k '2) sin k! +  (6! * — 4! ^ r3)cos>fe],
8! \  a0 J

^  £ 'Л [(3 !  — k ' 2) s m k '  + ( 2 k '  — k'*) cos k ’ — k'* si k'},

k' =  k0a0.

Д ля величины период будет иметь значение d0 =  гт{п, если уравнение (10) 
допускает решение

, ,  2-31/г л ао /11ч
* = ~ U 3 “ V  (11)

Такой корень действительно получится при надлежащем выборе фак
тора а0. Выразим через k '  из (11) и подставим его в (10)

а0

+  1, 9- 104и = 0 .  (12)2 Ь'4 v/Wq A

л2 h2Оценка величин в ( 1 2 ) : ------------~  10~14 эрг, 104 и ~  10 10 эрг показы-
rn Л го

вает, что ° ^   ̂ очень мало ( ~  10~'4). Значит, искомый корень находится

близко к корню классического уравнения а' (х) — 0.
На этом основании, разлагая k  в ряд по Й, из (9) найдем

d =  d „ J  1 +  ------------------- 5!------------------- + . . . V  ( 13)
4 m  00

V
J k(s)

2я У 3
cos \ '---- -j------- s s2 ds

Стоящий в знаменателе интеграл пропорционален и, вследствие чего 
такое разложение перестает быть верным при малых и, т. е. для неглу
боких ям. Больш е того, начиная с некоторого малого значения икр, пе
риодическое распределение вовсе перестает существовать: явление это
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имеет чисто квантовый характер, так как связано только с конечностью 
величины ft.

Принимая во внимание отрицательные значения функции — 

непревосходящие по модулю 0 ,5 -10~2, из (12), находим

Мкр =  10-17 ЭРг '
тг1

где у — численный коэффициент порядка 10-1 .
В случае глубоких ям (используя корень уравнения а / (л :)=0 , кото

рый приближенно равен 2,8) получаем из (11) <3п =  0,26 rmin.
Поскольку линейная теория верна лишь при бесконечно малом е, 

возникает вопрос, сохранятся ли при конечном е периодический х а р а к 
тер решения и если сохраняется, то как определяется его период и ам 
плитуда. Чтобы ответить на этот вопрос, рассмотрим нелинейную 
теорию.

С учетом (5) плотность искомой структуры будет зависеть от е. 
Тогда в силу (6') величина периода тоже будет зависеть от е, т. е.

k =  k0 -j- ky e'/a -f- . . .  (14)

Учитывая это и используя (7), мы можем последовательно находить 
более высокие приближения, так  как в силу рекуррентности системы 
(6) каж дое я-ное уравнение вы раж ается только через все предыдущие 
приближения:

М 'Ы  =  /« (Ч>1. • • •

Так, из второго уравнения системы (6) в качестве его условия разреш и
мости находим, что k \ = 0  и

(г) =  Ло2) +  Л(12) %  +  A f  cos 2 kr ,  (15)

где Л\3) новая, пока неизвестная постоянная

/<*(*о)+ -^-<т(оЛл* ±  1 
л!?> =  —  2 J

— 2а (0) с 

а с  ( о  (k0) +  ~  а (2Ао) ) А2
A?  =  V 2

(16)

Из (6 ') находим
— 4&q — 2аРоа (2k0)

fa — -и ________ ®________  J _  (*о) . Г __  2сг2 (kQ)
2 ~  2k0 +  2ар0сг' (*0) I а  (0) L сг (0)

а (£0) (4а  (2&р) — 7а (k0)) 
4a  (£„) — а  (2£0) Л

"Фз(г) =  Ао3) -f- ^ i 3 )c o s k r - j -  Â]c o s 2kr +  c o s 3kr,
где A f ] — произвольная постоянная. A (i \  А®  пропорциональны A f \  
При каждом приближении условие разрешимости позволяет находить одну 
неизвестную k{, зато появляется новая неизвестная A f \  Однако их можно
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определить, если потребовать, чтобы значение плотности р согласовалось 
с величиной периода. С учетом начальных трех приближений находим

= . - р 0  +  е р 1  +  в , Л р 8 + . . .  ,  ( 1 7 )

V
v

где

о fa,) — —  (т(оЛл®
ч 2 J  , 1 2 f  , , . . , ч Г*р, =  —----------------------------- ± --------- , ро = —  \ ( с %  +  ^>Ж)аг.

1 —  сг (0) о (0) 3 V . )  3 1
v

Используя (14) и учитывая, что k l =  0, выразим р через k-t из (6'):

р =  ——- =  р0 - f  ер, - f  е3/г р3 +  . . . , (18)
ау

где
О — Зр0 Ь о -  Зр° kfjg — л:3,

«о 0̂
Сравнивая в обоих выражениях плотности и коэффициенты при одинако
вых степенях е, получим дополнительные уравнения для А\п). Так, для 
А\[) =  А

a  ( k 0 ) —  —  < j ( 0 )

К  2  j r f _ a 'ii k  о )  . о  ( k 0 ) ( 4 а  { 2 k 0 ) — 7 о  { k „ )

З р , »  —  а  ( 0 )  \  о  ( 0 )  4 а  ( k 0 ) —  а  ( 2 k 0 )

А 2

» ± ( _ А _  + ---------------- J ! ------------------- i M Y  ( 1 9 )

V  З а  ( 0 )  Р о  k 0  4 -  а р „  а '  ( k 0 ) о  ( 0 )  )

Отсюда определяется выбор знака у е в  (5) как условие действительно
сти решения. В случае молекулярных сил, учитывая, что в (19) су(0) > 0  
и o ( k 0) близко к корню уравнения а ( х ) = 0 ,  нетрудно установить 
Е = Е о—е, е > 0 . Это означает, что по сравнению с исходным однородным 
распределением с плотностью р0 периодическое распределение соответ
ствует более низким состояниям в энергетическом отношении. Кроме 
того, р > ро  хотя бы при малом е. А в случае однородного состояния, 
наоборот, более высокая плотность (при сг(0) > 0 )  всегда отвечает энер
гетически более высокому состоянию. Поэтому при р> ро энергетически 
выгодным является периодическое состояние.

Переходим к определению A В (17) р3 пропорционально А\2\  в (18) 
р3 пропорционально k3. Следовательно, sa A f ] +  Dx k3 =  0, где s1? Dx — 
некоторые постоянные. Как указано выше, k3 определяется из условия 
разрешимости уравнения, которое имеет вид D263 - f  s2 А ^  =  0. Отсюда 
A i2> =  k3 =  р =  0 при sxD 2 — s.2D1 =jtO. В соответствии с этим (15) и (16) 
окончательно принимают вид

(г )  =  Ло2) +  А (22) c o s  2k г,

ф3 (?) =  Л13) cos k г +  Лз3) cos 3k г.

Д алее, исходя из конкретной формы решений первых двух уравне
ний (6), можем доказать по индукции, что вообще 62n+i =  0» A f n) =  0. 
В соответствии с этим -ф2п, t|?2n+i имеют вид



%п+1 =  4 2n+,)cos 1 7 +  A f n+l) C0S3£r +  . . • +  ^ rf+ ^ c o s^ r t +  1 )kr .

Таким образом, формальное решение (5) получено в виде 

-» 00 п ->_> оо 2п+1 п ^4>(r ) =  Y г%П X I  cos 2mk г ^  е  2 ^  Д т + Р  c o s  (2т +  1)& /\
ra=0 m=0 га=0 т=0

(20)

В случае сходимости такой ряд будет вы раж ать, очевидно, периодиче
скую функцию из-за периодичности каж дой функции.

Отметим, что ряд (20) по структуре похож на соответствующий 
ряд, полученный в [1]. И спользуя метод доказательства сходимости ано- 
логичного ряда в [1], можно установить сходимость ряда (20).

Наконец, для выражений р и d  имеем ряды по целым степеням е:
Р ~ Р 0  +  Р 1 в 4 - . . . ,  d — G?o +  f i ? l 8  +  ...

Мы имели дело с одномерным случаем. Все изложенное выше без 
существенного изменения распространяется на трехмерный случай.

Рассмотрим структуру кубической симметрии. Первое приближ е
ние ищем в виде

г|?г (г )  =  cos Xxcos Ху c o s  Xz, X =  Х0 - f  X',' е'/2. ( 2 1 )
Подставляя (21) в первое уравнение системы (6), получим уравнение (8) 
где k0 заменено выражением V З Х 0

00 __

( У Т  Х0)2 +  2ар0 f  К  (s) sinJ yCL ^ — s2 ds =. 0.
J  V z  X0s

И з второго уравнения системы (6) установим, что оно разреш имо 
при X) =  0, и получим ij)2 в виде тригонометрического многочлена, в кото
ром коэффициент Amni У отдельной гармоники cosX(m x + ny  + lz) 
соответственно равен

~  ас ( о /  12 Хо) +  20 ( / 3  Х0)) А*
л(2) _  2____________________________  _  л (2) _  л (2) _  л(2)
222 - ( / i 2 V - 2 a Paa ( / l 2 W  ™  А™ Д'

(22)

Здесь симметрия коэффициентов говорит о том, что полученное решение 
подобно (21) обладает кубической симметрией. Используя (21) и (22) 
и учитывая что Xi =  0, находим из второго уравнения системы (6) *

20 (■/'з Я0)
^2 —  ZH ........  “

2(3^о +  аро1/А3 о ' ( / 3  Хо))
Х0 =  +

Неизвестную ж е величину А  можно определить, как и выше, согласуя 
(21) с величиной плотности.



И так, получено уравнение для А

ЗЯ0 +  аро / З а '  (У  3 л0) 
Зар0

. .  .  Л2 =
2о (0)

} 2а ( / 3  кр) ,
-  I  к0 а (0) "г- •

Д альш е из этого уравнения при указанны х условиях можно пока
зать энергетическую предпочтительность рассматриваемой структуры. 
М ожно формально продолж ать процесс нахождения высших приближ е
ний (хотя из-за быстрого нарастания числа гармоник вычисление ста
новится более громоздким), но в этом нет надобности, так  как высшие 
приближения ничего нового не дают.

В заключение автор вы раж ает глубокую благодарность проф. 
А. А. Власову за предложенную  тему и руководство работой.
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