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МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА

Исследуется геометрическая структура электромагнитного поля на основе тензо­
ра энергии импульса поля.

Хотя первоначальные представления об электромагнитном поле- 
основаны ;на силовых линиях, вскоре после создания специальной теории 
относительности стало ясно, что понятие силовых линий не может быть 
абсолютным. Причина заклю чается в том, что силовая линия опреде­
ляется на основе двух понятий, каж дое из которых является зави ся­
щим от системы отсчета. Эти понятия: одновременность событий в р аз ­
ных точках и разделение электромагнитного поля на электрическое ц 
магнитное поля.

К ак показано в работах [1, 6], силовая линия может быть реляти­
вистски инвариантным геометрическим образом, если только она дви­
ж ущ аяся. Это значит, что в четырехмерном пространстве она представ­
ляет собой многообразие двух измерений. Сечение этого многообразия 
плоскостью (в четырехмерном пространстве) t =  const дает многообра­
зие одного измерения — линию в обычном трехмерном пространстве.. 
Это многообразие двух измерений представляет собой в любой системе 
отсчета поверхности двух измерений, образуемые движущ имися сило­
выми линиями.

Н астоящ ая статья посвящена исследованию условий, при которых 
силовые линии электромагнитного поля образую т поверхности двух. 
измерений. Т ак как главную роль в наших рассуждениях играет тензор- 
энергии— импульса поля, мы сначала установим некоторые геометриче­
ские свойства этого тензора,

§ 1 . Главные оси тензора энергии—импульса электромагнитного 
поля в четырехмерном пространстве

В четырехмерном пространстве М инковского тензор энергии—им­
пульса электромагнитного поля TiR вы раж ается через тензор напря­
женности электромагнитного поля FiR следующим образом:
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Д ля определения главных осей этого тензора нужно сначала опре­
дел и ть  его главные значения, т. е. значения Я, удовлетворяю щие у р ав ­
нению

\Тщ  — кбщ | =  0. (1)
Поскольку X является инвариантом, проведем расчеты в системе отсче­
та , где в данной точке пространства — времени электрическое поле па­
раллельно магнитному (предполагая, что они не перпендикулярны друг
другу). Таких систем бесконечно много и скорость v одной из них отно­
сительно исходной определяется соотношением [2]:

JL =  J ------ Е Х Н  (£2 +  Я 2 _  у  k  2 +  Ар у
0 2 r \ E  X Я  |2

-Здесь К  =  Я 2— Е 2, J =  H -E ,  т. е. инвариантны поля.
Запиш ем значения к, удовлетворяю щ ие (1)

+  —  У  К 2 +  4Р  , +  —  У  К* +  4У2 ,
, 8я 8я

/ 7 ( 2 4-4У2 , — - - ] / / C 2 +  4 J2
8я 8я

И так, имеются два главных значения, каж дое из которых является 
.двухкратным. Это означает, что соответственно каж дому из этих двух 
главных значений существует бесконечное (оо') множество выборов 
главной оси, так как, если мы нашли две главные оси, соответствую­
щие любому из этих двух значений, то каж д ая  линейная комбинация 
этих векторов тоже явится главной осью, обладаю щ ей тем ж е главным 
.значением. Н ам достаточно определить два взаимно-ортогональных 
вектора из каждого множества (главные оси, соответствующие разным 
главным значениям всегда взаимно ортогональны е). Ц елесообразно их
определить сначала в системе отсчета, где в данной точке Е'\\Н',  и по- 

'том преобразовать к исходной системе с помощью преобразования 
Л оренца [3].

х'  =  х  -f- v {(1 — у2/*;2) - 1/* — 1} +  —  xi ( l — v2/c2) ^

/ 4  / 1  о » о \  l / l  /i , ' V - X* ' = ( 1  — ttyc2) - 1/* * 4 — t

В результате получим следующие векторы в качестве главных 
осей:

U o o  [2 (Е X Я ), i (Е2 +  Я 2 -  У  К 2 +  4 / 2 )]

Llb оо [(К +  1 / Я 2 +  4 / 2 ) Е  — 2JH , 0], . ..
- . (2)

L i  ОО [2 J E  +  ( К  +  V К 2 +  4 Р  ) Я , 0]

I L ^o o [2 (E  x H ) , i ( E 2 +  H 2 + V K 2 +  4 P  )]■

(знак оо обозначает пропорциональность, т. е. умножение на любую 
•функцию). При этом L‘a, L lb обладают одним и тем же главным значе-



шием -\— — V K 2 +  4Р  , a L lc к Ld обладают одним и тем же значе-
8л:

н и е м ------ — V К % -Ь 4Р  .
8я

Эти выражения удовлетворяют следующим уравнениям при соответ­
ствующих значениях %:

(Т  щ — ^бгт?) L 1 =  0. (3)

§ 2. Ковариантность выражений для главных осей

Возникает вопрос, в каком смысле L la, L lb, L lc и Lld, определяемые (2), 
представляют собой 4-векторы?

Н аш а система отсчета произвольна. Если бы расчеты были сдела­
ны в системе, движущ ейся равномерно и прямолинейно относительно 
:первой, то в этой системе мы получили бы следующие выраж ения для 
главных осей:

|  С  оо [2 ( F  X Н'),  i ( F 2 +  Н ' 2 —  V  К 2 +  4 / 2)],

I Q  оо [(К +  У К 2 +  4 / 2)7 Е'  -  2 / Я ', 0],
__________ (4 )

L 'cl ос 2J'  +  (k +  V  К 2 +  4 Р ) Я , 0,

С  о о [2  (Е'  х Я ') ,  i (Е ‘,2 +  Я '2 +  V K 2 +  4 / 2)]

:или взаимно ортогональные линейные комбинации этих векторов по п а ­
р ам . В этом можно убедиться, если преобразовать уравнение (3):

=  0. (5)
дх1

Т аким  образом, преобразованный вектор

1'Р =  1 ^ .  . и
дх1

долж ен удовлетворять (5), т. е. должен быть линейной комбинацией

векторов L ' la и L nb при Х =  — V К 2 +  4Р ,
8л

и

векторов L'[ и L ' ld при Х = ------— У~К2-{-4Р.
8л -

Можно доказать, что каждый из векторов в (1) можно получить не­
посредственным вычислением,, преобразованием Лоренца линейных комби­
наций типа PLla -j- Q L lb или R L lc - f  S L ld в исходной системе. (Д ля доказа­
тельства можно обратиться к . диссертации автора «Некоторые геометриче­
ские свойства электромагнитного поля», МГУ, 1966.)

§ 3. Образуют ли силовые линии электромагнитного поля 
поверхности двух измерений в четырехмерном пространстве?

Мы уж е знаем, что тензор энергии-импульса является дваж ды  вы­
рожденным, так как имеются два главных значения, каж дое из которых 

двухкратное. Поэтому для каж дого значения существует бесконечное
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(оо') множество выборов главной оси. В каж дой точке совокупность 
главных осей, соответствующих каж дому главному значению, состав-: 
ляет элементарную  поверхность двух измерений. Возникает вопрос, 
образую т ли эти элементы в разных точках системы целых поверхно­
стей двух измерений. Д ля  этого требуется выполнение некоторых усло­
вий интегрируемости.

Возьмем сначала главные оси, соответствующие главному значению —
-5— V  К 2 - f  4 J2, т. е. L lc и Lld из (2).
8я

Составим комбинацию %VC + } iLa и отождествим ее элементарному 
вектору dx1 в точке х 1, т. е. напишем

dx‘ =  XVC [iLd i = l ,  2, 3, 4. (6)

В результате исключения X и (х из (6) получаются следующие два 
независимых уравнения в полных дифф еренциалах (уравнения П ф аф ­
ф а):

2 ( E x H ) d r  +  i (Е2 +  Я 2 — У К 2 +  4J2') dx4 =  О,

{(/С +  У К 2 +  4/ 2) £  — 2/Я } d ? =  0. (7)

Здесь dr — (d x ' , dx2, dx3), dx i =  icdt.
Д ля  того чтобы существовали системы целых поверхностей двух 

измерений, система уравнений (7) долж на быть вполне интегрируемой. 
Д ля этого необходимо и достаточно, чтобы коэффициенты дифф ерен­
циалов Хц1 (ц = 1 , 2; £='1, 2, 3, 4) удовлетворяли следующим соотноше­
ниям [4]:

<8 >
г'=  1 / =  1

|х =  1, 2.

Здесь щ, Vi являю тся независимыми решениями уравнений (7) по d x \  
В качестве щ  и и* можно брать

щ =  [2 (Ё  х  Н), i (Е2 + Я 2 +  V К 2 +  4J2)],

=  [2JE  +  (К  +  V К 2 +  4 / 2)Я, 0].

При подстановке этих значений в левую сторону (8) данное усло­
вие не выполняется даж е в случае вакуума в поле ((отсутствия зарядов, 
и токов).

Итак, в общем случае элементарные поверхности, образуемые векто­
рами L LC и Lld, не образуют системы целых поверхностей двух измерений. 
Подобным образом можно доказать то же самое в случае векторов Va и Llb -

Хотя условия интегрируемости (8) не выполняются в общем случае* 
в двух частных случаях они выполнимы (вообще говоря в вакуум е). 
Приведем эти случаи

1. /  =  0, т. е. Е  1  Н  всюду

2. К  =  0, т. е. Е 2 = Я 2 всюду.
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В случае 1 главные оси:

Llaoo [Е X Я , iE2] 

Llb оо [Е, 0]

В случае векторов L lc и Lld (магнитные силовые линии) [1] существуют 
поверхности двух измерений без какого-либо предположения о вакууме, 
л  о электрические силовые линии (случай векторов L la и L lb) образуют по­
верхности двух измерений только в вакууме.

В случае 2 главные оси:

j  I ‘ o o [ 2 ( Е Х Й ) ,  +  +

\  й ь о о [ Н  — Е ,  0]

L 1c o g  [ Н  + £ ,  0 ] ,  

lJd oo[2 (E  х  Н), i { ( H x +  E xf  +  (Ну +  Е у) +  (Я 3 +  Е 3)2}].

В этом случае тоже условия интегрируемости выполнены, причем 
ъ  вакууме.

§ 4. Соответствие с многообразием «движущихся силовых линий»

Установим полное соответствие между сказанным выше и много­
образием  «движущ ихся силовых линий», которое разбирается в рабо­
те ['1].

М ногообразие силовых линий (в общем случае) [1] определяется 
уравнениями

d r x p - { -  cQdt  =  0,
О)

Qdr  =  0,

.а многообразие магнитоэлектрических линий определяется

р ^ Н - ~ у ( К -  У  К 2 +  АР) Е,
(10)

Q =  (К -  У  К 2 +  АР) Н  +  Е .

.Подставив (9) в (10) и умножив первое уравнение (9) скалярно на

{(K +  V K 2 +r4J2) E  —  2JH\  

я  использовав соотношение

£2 (jк  +  у Х 2 +  4 Р )  — 2 р =  - L  ( К +  Y  К 2 +  4 Р )  (Е2 +  Я 2 — У  к 2 +  4J2), 

можно получить уравнение 

2 ( Е  х  Я) dr —  с (Е2 +  Я 2 — У  К 2 +  4 Р )  dt  =  0, 

которое вместе с уравнением 

{(/С +  y rK 2 +  4 P ) E -  2JH} -dr  =  0
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есть не что иное, как (7), т. е. многообразие главных осей Llc и & 
общем случае.

Подобным образом можно доказать, что многообразие электриче­
ски магнитных линий есть не что иное, как многообразие главных осей

йа И L i

В заключение автор вы раж ает благодарность акад. М. А. Л еонто- 
вичу за постановку задачи и помощь при ее решении.
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