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МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА

У ДК  53 : 519.2S

НГУЕН ТАНГ

О ВЫЧИСЛЕНИИ ФЛУКТУАЦИЙ КВАНТОВЫХ СИСТЕМ 
ПО МЕТОДУ ГИББСА

Методом Гиббса выводятся точные соотношения для вычисления флуктуаций к  
корреляций квантовых систем. Получена флуктуационно-диссштационная теорема без- 
применения теории возмущений. Результаты применяются, для вычисления среднего-, 
квадрата смещения квантового броуновского движения.

В работах [1, 2, 5] показано, что общими методами статистической 
механики или методом Гиббса выводятся точные соотношения, позво­
ляющие вычислять флуктуации и моменты различных физических вели­
чин для классических систем. Основной принцип метода заклю чается 
во введении дополнительных постоянных сил, действующих на систему 
в направлении обобщенных координат и в установлении соотношений^ 
позволяющих вычислять высшие моменты через низшие, являю щ иеся 
функциями этих постоянных сил, которые могут быть определены чисто- 
эмпирически. В работе показано, что этот метод применим и для вы ­
числения флуктуаций и моментов квантовых систем. Получены кванто­
вые обобщения соотношений, выведенных ранее в [1, 5].

§ 1 . Корреляции величин для квантовых равновесных систем

Пусть Qb Q2, ..., Qn — обобщенные координаты квантовой системы.. 
Если на квантовую систему в направлении координат Q\, Q2, ..., Qn 
действуют дополнительные постоянные си л ы —а ь —а 2, ..., — ап, то г а ­
мильтониан системы имеет вид

Н = На + '£“Л  (1)
ft

Д ля простоты вычисления рассмотрим одномерный случай: H  =  H 0 + aQ.  
Полученные результаты  легко расш иряю тся для системы, гамильтониан 
которой имеет вид (1).

Термодинамическое равновесное состояние, соответствующее тем ­
пературе 0, описывается матрицей плотности

х -ф — Я  
Р =  ехР (

где ^  — свободная энергия.
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Условие нормировки имеет вид

Spexр ( ^ а Я - ) =  1. (3)

Согласно [3] дифференцирование операторной функции Ё% (т) =  exp [т (а +  
+  по параметру X равно: так называемой левой производной

— оо .

-д ^ (Т) ■ =  | т £ +  V - [а +  Я? [а+ХЬ . . .  [а +  хЪ, Ъ] . . . ] ]  (/Ь)я| £ Л(т),
л= 1 ’ Л

(4 )
.или правой производной,

=  В% (т) \хВ — У 1 (~ Т)-;,-  la +  Xb [а2 +  Xb . . .  [а2 +  Xb, 3 ]...]] (Ш)л) , 
дХ [ (п -j- 1 ) ! ------------------------- .------------ :----------- Jп

(5 )
П= 1

где

[a -f- Xb, b] =  — ((а +  Xb) b — Ь(а-\-  ХЬ)).
ifr

Дифференцируя (3) по а  и используя формулу (4), получаем

=  0 , (6)_L I _ 1
0 da 0 -  Q -  У — !—  (— Y qm

4 —J (n + 1)1 V e J
n= 1

где

§ w = S p [ [ . . .  Й , #1
n

Д ля равновесной системы =  [Я, p] =  0 и, следовательно, для  произ-
dt

вольного оператора F  получаем

¥&> =  S p [ [ . . .  [?, ?/] Я . . . ]  р =  0.
П

Поэтому из (4) найдем _

Q =  - ^ .  (7 )
да

Рассмотрим произвольную величину F(x,  а),  зависящ ую  как от коорди­
нат, так  и от скоростей. Тогда среднее значение произвольной величи­
ны F равно:

•ф-Н
F =  SpFe  0 . 

Дифференцируя (8) по а, используя (4), получаем

(8)

(Р- ? ) ( « - ? > —  е ( £ - - £ ) - £  ^ ( - £  J Щт- О)
п =  1

^  ^  д F ^
Так как t  произвольный оператор, то в (9) F можно заменить —̂ -  =  F.
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Более того: F{n) =  0, поэтому из (9) получаем выражение 

Ц  =  9 А  -  У  — I—  ( ' Л 'Y  F ^ \
да sLl  ( л + 1 )1  \  9 J  

/2 = 1

Кроме того, для равновесного процесса имеем соотношение 

таким образом

—— (FQW) =  FQW +  FQ(»+D =  О, 
dt

F Q ( n )  =  ( _  i ) n 0 _ ^ -------- у  ------------!------- ( F Q ( « '+ « )
da (л' +  1)! V 0 У

/Z' = l

С помощью этого выражения из (9) найдем

т — 1

где В т —  числа Бернулли. Вычисление коэффициента общего члена будет 
проведено в приложении.
Аналогичным путем, используя формулу (5), найдем

т= 1

Из (10) и (11) найдем выражение корреляций

да
т = 1

(П)

4 -  (FQ +  Q F ) ~  F Q  =  -  8 2 -  +  J -
2 да 2 да

, hr -р,c t g -----F
& 20

(12)

где оператор г =  a c tg  -----операторная функция. Кроме того, мы
dt 20

еще получаем выражение

. . '**. t i г) Г t\r

(13)_L (FQ(n) +  §</»)£) =  ( _ 1 ) п 1 А
2 2 да

ctg ^ - F  
S 20

Соотношения (10) — (13) являю тся квантовыми обобщениями соответст­
вующих классических соотношений (5) (см., например, формулу (21,1) 
в [5]), при помощи которых вычисляются квадратичные корреляции. 
Формулы (12) и (13) однако показываю т, что этими выражениями из 
макроскопических уравнений движения нельзя вычислять прямо ф лук­
туации и корреляции квантовых равновесных систем, так  как мы не 
знаем, как эмпирически измерить правые части этих выражений. О дна­
ко метод доказательства этих выражений помогает нам найти времен­
ные корреляции.

§ 2 . Вычисление временной корреляции

Пусть неравновесный ансамбль образуется из равновесного путем 
включения в начальный момент времени дополнительной постоян­
ной силы а, действующей в направлении обобщенной координаты Q.
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Тогда в силу сохранения энергии матрица плотности неравновесного 
ансамбля в момент t равна

(j* =  ехр tр — Н0 (0 +  aQt — 2о j

Среднее значение произвольной величины Т7 по неравновесному ан ­
самблю будет

F? =  Sp  J F,exp т|з — Я0(0 +  gQ̂  — gQo
0

(14)

Дифференцируя (14) по а, используя (4), (5) и полагая а = 0 ,  получаем
~?Ф —X 1Г д1 ± '  

{_ да а =  о  да о
9 - « г Ь > ; ( т ) ’ ь № - т .

д2 ±
да

-

*=о да

Аналогично, как и показано в § 1, из этих выражений в силу стацио­
нарности

~  Ь  (© “’ -  а “) ) = h  -  ё Г > + 1 ,  -  е " 1’) - 0
найдем

1

ОО

е  г  Лап. ( 1Л л2” Г 
" 0 ( 2 т ) 'Л в ;  [

d f ( 2,n)u  (2т)

да2da J  a=0 (15)

Это выражение представляет собой квантовое обобщение выражения 
Я. П. Терлецкого [1]. Его можно переписать:

4  [(F tQt +  Q,Ft) -  (F.Q,, +  Q,F,)J

e V  Ь"} / iA  \2m 
^ o (2 m ) W  e )

m)u d^O)'(2m)°

da d a a=0
(16)

При из (16) получается соотношение для определения зависимо­
сти среднего квадрата отклонения координаты от времени:

оо

(Qt —  Qo)2 =  2 0  £  — Г
m=0M ! V

/ й  \  2т dQ{t)
(2  m ) a  d Q ( 0 ) ( 2 m ) a

d a d a

(17)
a=0

В классическом случае из (17) получаем выражение, полученное 
В. В. Владимирским {9].

Ранее в £10] другим методом (методом Ф еймана с упорядочиваю ­
щим индексом) Р. Л . Стратонович получил аналогичные корреляцион­
ные формулы для операторов типа обобщенных координат. Однако 
формулы (12), (16) и (18) более общие, чем полученные Р. Л . Страто- 
новичем, так  как  в них F  является произвольным оператором. Эти ф ор­
мулы удобно позволяю т вычислять корреляции с помощью макроско­
пических уравнений движения.
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Из (12) и (16) найдем выражение

- Г ^ Л  +  О Л ) - ^

о
д р а  рав

да
В 2т (  г 'Ъ \ 2 т  dF(t ){2m>°WV  и<гт 

r«=0 (2 т)! ' 0 да а=0
(18)

Соотношения (16) — (18) показываю т, что мы можем вычислить 
временную корреляцию величины F и обобщенной координаты Q для 
квантовой системы, если знаем среднее значение величины F  в неравно­
весном процессе, созданном путем включения дополнительной силы а, 
действующей в направлении координаты Q. Эта величина может быть 
определена макроскопическими уравнениями движения. Н априм ер; рас­
смотрим квантовую броуновскую частицу с коэффициентом линейного 
трения у. Уравнение движения броуновской частицы под действием си­
лы а имеет вид

“ а  “ а
m4t +  =  о-

С помощью (17) найдем средний квадрат смещения квантовой броу­
новской частицы равен

2 0# . ft , ’—  4--------(е
У У

y t

■l)ctg
Ь у 

20m
(19)

by
В случае 0 >  —  получаем выражение Ланжевена — Эйнштейна.

С помощью (19) можем вычислять квантовую флуктуацию. Д ейст­
вительно, из (19) найдем:

■(FQ +  Q F ) - F . Q  =

dF
да

У  Ваи (  ifl У т дF (0)<2т)анеР
А  ( 2m ) ! V e J  да а=0

(20)
от=0 (2 т)! V 0

Например, для квантового гармонического осциллятора из уравнения
/Ха

движения и условия равновесия mvirq рав =  а  получаем выражение ф лу­
ктуации

( q - q f
ь ,, ь w----- - cth —

2/яда 2 0

Это выражение совпадает с известным результатом, получаемым пря­
мым путем из квантовой статистики [4].

Аналогично, как показано выше, найдем выражение

\ ( п ) dFt
da a=0

(21)

Выражение (21) представляет собой квантовое обобщение -выра­
жения, полученного в [2].

В случае п =  1 имеем формулу

В*
г ( Л 4  +  в / , )  =  е E M I V (

dFt
да а —О

6*

(22)
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Выражение (22) позволяет вычислять временную корреляцию обоб­
щенных скоростей (например корреляцию токов). Все предыдущие вы ­
раж ения применяются только для ^> 0 , так как выбранный неравновес­
ный процесс начинается при £ =  0 и протекает при ^> 0 .

§ 3. Спектральное представление временных корреляций

Найдем Фурье-компоненты временных корреляций ф (/)* . В силу 
симметрии корреляции по времени и согласно [6] имеем

ф (f) =  —  [(Ft Q0 +  Q0Ft) +  (F-t  Q0 +  Q0F_*)] — J  (FQ)we tw* dw,

где (FQW) — спектральная плотность корреляции ф (/); 4Члеь ~  (F tQ0 -}- Q0F ()

определена выражением (19).
Таким образом, из (19) получаем флуктуационно-диссипационную 

теорему [7]:

где

г dFw +  dFw j ^ . c t h ^ L ,  (23)
да да Ja= o  2 20

ОО

2я *

Член, находящ ийся в скобке, относится к диссипационным свойствам 
системы. Например, для линейных случайных процессов исходя из 
макроскопического уравнения движения [2]

LikQk(t) = «;rl(0,
где г] (t ) — функция Хевисайда, получаем

(QkQdw =  [ V *  И  ~  LTk И ]  c th | f  • i 24)

Д ля  броуновского движения с помощью (24) и обратным преобразова­
нием Фурье получим (20)

Кроме того, из (21) найдем выражение

(«?">)„ =  ( - 1 ) ”- '(-< « > )“ у

ос
d F w d F w 

"Гда да а=0
d h ^ .  (25)

Когда F  — получим

(Q f ’t f ’)» =  ( - 1 ) " '1 ( -  •'»)" dak dct/j J«= o  2 0

В отличие от [7, 6] и других работ соотношения (23), (25), (26) получе­
ны не в приближении теории возмущений, а как точные теоремы.

В заключение вы раж аю  глубокую благодарность проф. Я. П. Тер- 
лецкому за постановку проблемы и общее руководство и В. В. М агалин- 
скому за интерес к работе.

* (p(t) определена для всех значений времени от — оо до +  оо.
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Докажем, что коэффициенты общих членов в разложениях (10), (11), (14) равны 
Вт(— 1 )т — . Действительно, этот коэффициент равен 
т\

П р и л о ж е н и е

А =  { -  1)

т— 2

S

(т  +  1)! ^  (/»!+!)!(«*+1)!

rtl, «2. Пз- _л  К + 1 ) ! ( « 2 + 1 ) ! ( « з + 1)!
+ +

+  ( -  1Г
, ( « 1 +  1 ) ! ( « 2 + 1 ) ! ( « з  + ! ) ! • •  - ( « т + 1 ) !

где в первой сумме индексы п ъ п.2 могут иметь значения от 1 до т  — 1, пх -\- пъ — т,  

а во второй сумме < пх, п%, п3 =  1, 2 , 3, . . .  , т  — 2 

{ условие: пх + я 2 +  п3 — т и т. д.

Напишем первую сумму:

т —1 т —1

Е ------- 1-------= У ---------1--------(Я, +  1)1 (Л, +  1)1 (П .+  1)1 ( « - ( ! , +  1)1”l» 2̂==i til—I

Д ля второй суммы положим п 1 -j- п2 =  1Х. Таким образом

п3 = т  — lu  где 2 <  lx <  т  — 1,

n'i — h — л1. где 1 < < 7] — 1,
т - 2   ̂ т - 1 h -  I

Е  (п,  4 -  1МГя. -4- 4 -  1 П ~  4 -  П! Е

1

n n " t — I +  1)’(л з +  1!) / о (т  —  + ! ) ■ „ ,  (n i  +  O K ^ i— n i  +  1)!«1>Л2>«3—1 /l = 2 «1=1
П1 "I- ni 4" n3 — tn

Проводя простое преобразовгние, получаем

tnlA — (—  1)" т 1 1 - i h  / i + l  h  1
+

+ +

m—1 от-2 Пт- 2 +  1

+  <-•>“ I  V + i  E  7 Т Г  • • • S  , 1
Zt= m -1  / l + 1  г2= т - 2  / a + 1  / t f  ^ - i - 1

m— 1

Выражение, находящееся в скобках, можно записать в виде

1т = т +  1 ' - т Г Г М - г + т Е
/ i + l

г2=1
т | 1 ! + +

+
_i_
т

т~2
_2_ у  
т i h . \ /а + 1

от—2
у  -v-l2 L у  
4* i9+  1 ^ia=l
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Аналогично, можем написать выражение для 1т- \ ■ Сравнивая рекуррентное 1т с рекур­
рентным соотношением числа Бернулли [8], заметим, что 1т = Вт, таким образом 
Л==(_ 1)т

ml
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