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Включение малой вязкости определяет дискретный спектр собственных колебаний.
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УДК 531.16
Л. Д. АКУЛЕНКО

ПОСТРОЕНИЕ ВРАЩАТЕЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ  
ДЛЯ НЕВОЗМУЩЕННЫХ КОНСЕРВАТИВНЫХ СИСТЕМ 

С ОДНОЙ СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ ПО ОБРАТНЫМ СТЕПЕНЯМ 
ЭНЕРГИИ

§ 1. Постановка задачи. При исследовании вращательных движений в возмущен- 
тш х системах с одной степенью свободы, близких к консервативным, описываемых 
•уравнениями «вида

* +  Q М  =  eq,

' „ dx
а также несколько более общими, где л: — одномерная координата, х  =  ------, t с (—оо,оо)—

dt
независимая вещественная переменная, е >» 0 —■ малый параметр, q — возмущающая функция; 
■рассматривалось также невозмущенное уравнение (см. [1 — 4})

x  +  Q{x) =  0 , (1)

‘относительно которого предполагалось, что при выполнении следующих условий' отно­
сительно функции Q(x)  (см. [1, 3, 4]: Q (je+2rt) = Q(x) ,  причем

2Л

—  ^ Q(x)djc =  0 (2)
о

((независимо от параметров, которые еще могут входить в Q) и Е 0 >  | U |т а х , где Е 0 —
X2 ■ (,

■= ~2~ +  U (х) — сохраняющаяся «энергия», a U (х) =  \ Q (x ) dx  — периодический в силу (2)
«потенциал» невозмущенной системы, а также некоторых условий гладкости, невозмущенное 
уравнение (1) имеет общее вращательное решение вида

2 я
(t — 10) + Т +  ф ( Г (* — *о) +  т , \  \ Т0 (Е0) } (3)Т0 (Е0)
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где х  — произвольная фазовая постоянная, ф — периодическая по фазе ^  =  со0 (t — 10) -j- т
функция с периодом 2 л ,  а . » \

2л
2 j t  f4

Т о(Ео) =  - - - - =  \  {2{E0 r - U ( x ) j }  ' / ' d x ,  (4)
(£о) J\ ■ ' о

«период» иевозмущенного вращательного движения. Из (3) очевидно, что за любой 
промежуток времени А/ —7о,. если вращающаяся координата л; получает приращение 
2я, а х —  периодическая в обычном смысле функция [3, 5]. К уравнениям (1) приво­
дит исследование систем типа плоского маятника и др. [1—5].

В настоящей заметке доказывается предположение о существовании у уравне- 
ния(1) решения вида (3) и практически строится это уравнение в виде ряда по обрат­
ным степеням «энергии» для всех t £ (— 00 , 00), если функция Q достаточно гладкая, 
или последовательные приближения, если эта функция не может быть разлож ена в 
равномерно сходящийся р яд  в окрестности произвольной точки.

В такой подстановке задача в некотором смысле является вращательным аналогом 
системы Ляпунова [6], .периодическое решение которой А. М. Ляпунов строил для 
аналитических уравнений в виде рядов по степеням параметра Ц= У  С, где С — пер­
вый интеграл системы. \  ■

Вращательные системы , с порождающим уравнением типа (1) в последнее время 
исследовались многими авторами, как правило, асимптотически на промежутке времени

—  или t —^г=— с применением некоторой схемы усреднения (см. [2—5]).. «быст- 8 у  8
рые вращения» асимптотически исследовались с помощью метода усреднения в [2], где

порождающее решение строилось тоже асимптотически по параметру [i =  (Q —

большая начальная скорость вращения).
§ 2. Основные результаты. При построении вращательного решения будем исхо­

дить из известного соотношения х = ±  (2 [£о— &(х )]} '^2 , где знак -плюс соответствует 
условному положительному вращению, а минус— отрицательному. Второй случай пол­
ностью эквивалентен первому, если совершить замену t —» — t; поэтому ограничимся 
рассмотрением положительного вращения. В дальнейшем будем также предполагать, 
что периодическая функция U ( x ) ^  0, чего всегда можно добиться добавлением неко­
торой положительной постоянной. Тогда соотношение

f - 10 +  0 -  J  {2 [Е0 -  U-(* )]}~ ,/2 dx (5)

дает в неявном виде решение уравнения (1).
Покажем, что при Е0 > Umax +  б (б > 0 ) (5)' определяет общее вращательное :• 

решение уравнения (1) вида (3), зависящее от двух произвольных постоянных Е0 и 0. 
Если предположить, что функция Q(x), непрерывна, то U(x)  будет также ограниченной 
для всех значений х: .
0 <  I /  (х) <  А ,  где Л > 0  — некоторая постоянная. Тогда при Е 0 ^  A -j- д вместо (5) мож­
но написать '

t — 10 -\- в  =
1

V  2 Д
/=1

(2 /-1 )!!
(2/)!! L

U(x)
dx,

причем справа стоит монотонная функция х, производная которой строго положитель­
на. Так как ряд под знаком интеграла сходится равномерно для всех х,  то можно 
интегрировать каждый член ряда:

+
1

У 2 Ё 0 У  2Et £
/=1

(2/)!!
^  VJ (х) d x , (6)

A U (,v)
где 0 <  и =  :-----<  1 — Р (1 >  р >  0}, а V (х) = -— -—  — периодическая функция периода

Еч * ... А
2л ,  причем 0 <  К (х) <  1.

•Введем следующее обозначение: . ,

Т0(Е0)
2л

/ 2  Е0 1 +  . у М = Ш - р , Я~  Сл  (2У)!! . (7>
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2JT
1

где VJ =  —— Г VJ (x) dx  — среднее, a 0 <  VJ <  1. Очевидно также, что (7) и (4) совпа-
■ ' ■ 2л: ,) . . .  ■ ■ , ..............

о
дают. Исходя из (7), перепишем (6) следующим образом:

у
t —  tQ +  Q =  - ~ x  +  \ i v  х (лс, /г, (8)

где

где ы (гр-|-2л , ц) =  u(ty,  ц), если ц; ^

1 (2 /— 1)!! С —0,(*, 3 7 = ^  .. . р - 1 j
/=1

периодическая функция л: периода 2я: (х  +  2jt, ц, £-0) s  (х, (и, Умножив на со0 =
2я  " ' ■ "л - -■ ■ •' ■ ' Г."

— -— - соотношение (8), перепишем в виде х  =  ij) +  цю (х, (л), где я}з =  со0 (t — /0) -J- т,
То . . . .  ' ■ОО

т =  соо0, v (х, jx) =  — оо0 (Е0) Vi (х, (д., Е0), причем v (х, fx) =  2  W vi (*)•

{ : 7-0 , . -
Полученное уравнение относительно х  имеет единственное решение вида , . ,,

х  =* г|з + |х и  (яр, jx); ” (9)

dv. . . . .

<  1 — а ( а > 0 ) ,  что, очевидно, выпол»у
*£[0,2Я] ■ . -

няется при указанных значениях fx (0 <  ц <  1 — Р). В случае знакопеременной функции ; 

и (х )  это условие выполняется, вообще говоря, если [ х < — .

Из предыдущих рассуждений можно заметить, что вращательное решение вида. 
(9) или (3) уравнения (1) существует и единственно для всех значений ^  (— ос/ос), 
если функция Q(*) непрерывна. Или, распространяя результат на класс разрывных 
суммируемых функций, можно сказать, что вращательное решение существует для 
почти всех значений t и имеет непрерывную производную, если функция Q(x)  на про­
межутке [0, 2л:] имеет конечное число точек разрыва первого рода. Однако в этом' 
случае требуется более строгое доказательство с привлечением понятий метрической" 
теории дифференциальных уравнений, что не входит в  задачу настоящей ‘заметки. ' 

Практически вращательное решение строится по обычной схеме последовательных 
приближений: , ". ^

‘ х0 — -ф, х,.- -• яр +  jit/ (.v0, 0) =  яр-f- \iv0 (яр),.. . .  ' -

%+г — Ъ ^ 2 j ^VjiXn-j),  ■ ■ • (10)
... . ' ■ >=° :■

• • . ор . 1 !
или: разложением в ряд по ;х: х —.-.tjj +  ^  yJ-Xj (яр), если Vj являются аналитическими функ­

циями X. i. - -  >. '
Таким образом, .справедливо .утверждение'; q tqm, что невозмущенное уравнение ' (1)- 

имеет общее вращательное решение вида (3) для всех / € (— оо, оо) периода: (7), если функ-. 
ция (?(*)-непрерывна и периодична с периодом 2л ,  причем ее среднее Q= 0 и E 0^ U max-f- 
- f  6, (б > 0 ) .  И это-решение' может"быть:построёнй; единственным образом лог схеме (10)J) 

Доказательство того факта, что единственное-дважды непрерывно дифференци,- 
руемое решение (9) уравнения (5) является также единственным общим решением 
дифференциального урайнёнйя (1) :нё прёдставляет трудности; Следовательно,, построен-о 
ное решение неустойчиво по Ляпунову (в обе стороны). - ■ ■: *: '-.у-..А ■, :

1 “• - * " ; ^  Л - . :Л 'И Т Е > Л .Т У .;Р Д

1!* А  к у л ё н к  о Л. До В е л ох  й в ' В' М. '«Вес'тн;ь.Моск.>^н-та»,’' сёр. (мат,ем.,г ,мёхан.,
I ,;йг '* ""

t .  М о 'и ‘ёге e ^ L Н; Н. ^«Журй. %ычйСя^ м’атеУ.■ и • мЬтеМ1" фйз.%,: 3, М  1:,.:145,/|1.Э63'1.; чич, ^
3. Ч е р н о у с ь к о  Ф. Л. «Журн. вычисл. матем. и матем. физ>> 3, № l,s tJ3t,:.:19§3;
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УДК 539.12.01

Д. Д. ИВАНЕНКО, Б. Н. ФРОЛ ОВ

ОБЪЕДИНЕННОЕ ОПИСАНИЕ ИЗОТОПИЧЕСКИХ  
И ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННЫХ СВОЙСТВ 

ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ЧАСТИЦ

Согласно теореме А. Фридмана [1] псевдориманово многообразие Vn (p, q) (n =  p - \ - q ) 
может быть локально погружено в псевдоевклидово пространство Ет (р, q), где 

п(п- j - 1 ) _  _  _

> ------- -------- , р  >  р, q >  q, т  =  р +  q. Из этой теоремы вытекает, что наименьшим (ь

смысле размерности) псевдоевклидовым пространством, в которое может быть локально 
погружено реальное пространство — время V4 (I , 3), будет £’1 0 (р, <?), где р + д = 1 0  и 
р  >  1, <7 >  3. Д ля  определенности выберем Е 1П (3, 9).

В (пространстве £ю(1,9) выделим касательное к V4(1,3) подпространство ^(Л .Э ), 
фундаментальной группой {2,3] которого является однородная группа Лоренца 0(1,3), 
а ортогональное к нему подпространство оснащения (по терминологии Схоутена [3]) 
будет Е$ с фундаментальной группой 0(6). Таким образом, V,t(l,3) становится осна­
щенным римановым пространством [3]. Фундаментальной группой всего объемлющего 
пространства £ю(1,9) является группа 0(1,9).

Будем теперь рассматривать группу 0(1,9) в качестве группы симметрии элемен­
тарных частиц. Эта группа содержит в качестве подгруппы, с одной стороны, группу 
Лоренца 0(1,3), действующую в касательном пространстве и связанную со спиновыми 
свойствами частиц, а с другой стороны, действующую в подпространстве оснащения 
группу 0 (6 ), описывающую внутренние изотопические свойства частиц. Группа 0 (6 ) 
локально изоморфна группе S U ( 4) и в свою очередь содержит в  качестве подгруппы 
группу 5/7(3) и группу 0(5). Последнее существенно, так как представление D(  1,0) 
группы 0(5) можно попытаться отождествить с четырьмя лептонами {6— 10].

Аналогом группы S U  (6 ) в данной теории является группа 0(9). Интересно отме­
тить, что группа 0(9) является наименьшей (в смысле ранга) физически допустимой 
группой, содержащей в качестве овоей подгруппы прямое произведение SU  (З)Х О (З). 
Фундаментальное спи,норное представление группы 0(9) является шестнадцатикомпо- 
чентным и при редукции 0(9) (3) Х 0(3) описывает октет барионов со спином
Vi*. Полная группа 0(1,9) представляет собой релятивистское обобщение группы 0(9). 
Группа 0(1,9) имеет два типа фундаментальных 16-компонентных представлений, свя­
занных друг с другом операцией «зеркального сопряжения» [11, ,12]. Переход к группе 
0(1,9) соответствует переходу от двухкомпонентных спиноров ,к четырехкомпонентньш.. 
В теории группы 0(1,9) октетный мультиплет является наименьшим, и кварковых 
представлений не возникает.

Таким образом, группа 0(1,9) является аналогом однородной группы Лоренца
0. (1,3), но уже учитывающим наряду с внешними такж е внутренние, т. е. изотопиче­
ские свойства элементарных частиц.

Интересно отметить, что в  данном подходе возникают два различных аналога 
спецрелятивистского понятия спинового момента. Один из них связан с группой Лорен­
ца, действующей в  касательном пространстве, и назван нами «внутренним» спиновым 
моментом. Эта величина по своим свойствам является таким же внутренним кванто­
вым числом, как изоспин и гиперзаряд. С другой стороны, существует такж е величина, 
которую разумно назвать «внешним» спиновым моментом, которая связана с преобра­

* Группа 0 (8-), такж е содержащ ая прямое произведение S U (3) • S V (2), имеет два 
типа фундаментальных восьмикомпонентных представлений, связанных друг с. другом 
операцией «зеркального сопряжения» [ 1 1 , 1 2 ], которые не могут описывать унитарный 
октет спина 7 а.




