
&  е л г г н  и Л с

М О С К О В С К О Г О  У Н И В Е Р С И Т Е Т А
”  "  ~  №  4 — 1967

У Д К  533.9

Б. ЧАКРАБОРТИ

НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭФФЕКТЫ ПРИ РАСПРОСТРАНЕНИИ  
ПОПЕРЕЧНЫХ ВОЛН В ОДНОРОДНОЙ НЕОГРАНИЧЕННОЙ

ПЛАЗМЕ

Разработана нелинейная теория распространения эллиптически поляризованных 
электромагнитных волн в неограниченной и однородной плазме на основе уравнений 
Власова.

Введение

Нелинейная теория распространения плоскополяризованной элек­
тромагнитной волны в нелинейной диспергирующей диэлектрической 
среде была развита Ахмановым и Хохловым [1], а такж е Блоемберге- 
ном и другими [2, 3]. Разработанную  ими на основе классических 
максвелловских уравнений электродинамики детальную  теорию нельзя 
перенести на плазменную среду, так  как динамика распространения 
волн в плазменной среде учитывает такие факторы, которых нет в сре­
де, состоящей из диполей: тепловое движение центров тяж ести частиц, 
отсутствие локализации электронов у соответствующих ядер, особый 
вид нелинейности, диктуемый исходными кинетическими уравнениями.

Нелинейные эф|фекты при распространении волн в плазме были рас: 
смотрены такж е в работах [4— 11]. В большинстве этих работ [4—9] 
изучаются нелинейные явления при учете сущ ествования только про­
дольных волн в среде. Д ан ная статья не претендует на полное вы яс­
нение разнообразных нелинейных эффектов в неограниченной плазме, 
в ней выясняются только эффекты, обусловленные поперечными вол­
нами в однородной плазме, в которой отсутствуют продольные коле­
бания, вызванные источниками продольных волн или тепловыми при­
чинами. С одержание статьи имеет связь только с работам и  [10] и [11], 
т. е. несколько уточняет полученные в них данные.

В этой статье реш аю тся уравнения В ласова методом последова­
тельных приближений. В качестве нулевого приближения рассм атри­
вается однородная электронная плазма, объемный зар яд  которой ском­
пенсирован фоном положительных ионов, с равновесной функцией 
распределения без средней скорости дрейфа, при полном отсутствии 
поперечных волн. В первом приближении учитываются только попе­
речные волны, эллиптически поляризованные и имеющие компоненты

s i n ( k г —  at)  и Et 2o o s ( k r — ctrf) вдоль двух взаимно перпендикуляр­



ных направлений, что возможно благодаря аддитивности эффектов 
в рам ках линейного приближения.

К нелинейным эффектам, которые выступают и вычисляются во 
втором приближении, относится постоянная составляю щ ая электрйче-* 
ского тока (электронный ветер) и характеристики продольной волны, 
возбуж даю щ ейся поперечной волной первого приближения. В третьем 
приближении получаются добавки второго порядка малости к частоте

dwjL, в плоскости, содержащей волну Е^  sin ( k r — со/) и

6oa_i_2 для E tz cos (k г — Ы ) ,

а такж е поперечные волны первой и третьей гармоники третьего по­
рядка малости.

Заметим, что во всех работах, посвященных вычислению высших 
гармоник при распространении волн в плазме, а такж е в диэлектриче­
ских средах, используют исходную волну в виде только одной из двух

— > —>
функций cos(kr— cot) и sin(& r— сог1). Суперпозиция соответствующих ре­
зультатов для cos и sin не дает полностью результатов, полученных
при использовании выраж ения as 'm(kr— cot) +b c o s ( k r — cat). Это легко 
показать тригонометрическими формулами

(a sin и 4- Ь cos 0)2 =  b ~  а cos 20 -)— b — а— \- ab sin 20,
v '  2 2

2 • 2 a  I <,2 b2 — a2 oq i b2 -j- a2a 2 sin2 0 +  b2 cos 20 = ------------cos 20 +  ——------ ,
2 2

а такж е формулами для (asin0 +  6.cos0)3 и a3sin30 +  63cos30, где
Q—kr— сdt , потому что второе и третье приближения функций распре­
деления имеют вид, подобный второй и третьей степеням функции р ас­
пределения линейного приближения.

Головко [6] и Богданов [4], [10] вычисляли нелинейные эффекты, 
исходя из уравнений В ласова методом последовательных приближений, 
однако в работах [6] и [4] учтены только потенциальные (электроста­
тические) силы взаимодействия между частицами. В работе [10] рас­
смотрена задача распространения плоскополяризованной волны, пре-

—>
небрегая силовым членом учет которого является, однако,

с
принципиальным для некоторых нелинейных эффектов. Кроме того, не 
вычислялись добавки к фону во втором и к частоте в третьем прибли­
жениях.

М онтгомери и Тидман [11] рассмотрели нашу задачу в рам ках 
гидродинамического приближения при нулевой температуре плазмы 
для плоской волны. Они не учитывали постоянной составляю щ ей элек­
трического тока и вычисляли продольную волну во втором и поправку 
к частоте в третьем приближениях. Получена полож ительная поправка 
к частоте (т. е. смещение в сторону ультраф иолета). В нашем ж е слу­
чае поправка отрицательная, т. е. имеется смещение в красную сторону.

Чен [14] изучал нелинейную реакцию плазмы  на высокочастотные 
электромагнитные колебания, реш ая нелинейное уравнение. Однако он 
с самого начала полностью пренебрегал изменениями полей и функции 
распределения по координатам, оставляя только зависимость от вре­
мени и от скоростей электронов.
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§ 1 . Исходные уравнения и линейное приближение

Функция распределения f (r ,  v, t) для электронов удовлетворяет 
следующим уравнениям [12]:

\ d t  J  m l  с ) v

r t j  1 дЕ 4яе  I -*l t  , , ,  , /  , 7S , 1 5Я  „r o t H - - ------= ----------- \ v { f — N f 0}dv,  rot E  H---------—  =  0,
с dt с с dt

(1)

— OO

div E  =  4яе Г ( / — yV/0) d v , (2)

где e — отрицательный зар яд  электронов и
з

/ o f t  =  f d V ) 2 • ехрГ\ 2 я х Т  J  у  \  хТ  

В линейном приближении положим

f ( r ,  v , t )  =  N f 0 (v) +  f x (7, v, t),

где /, (г , у, 0  <  N f 0 (v). Д ля того чтобы ввести в дальнейшем в рассмот-
—У ->

рение эллиптически поляризованную волну, представим /, (г, v, t) в виде

Л (г,  v, t) = g x (u)cos ( k r  —  (at) +  g 2 {v) s i n ( l r  — wt).

Чтобы исключить продольную волну в линейном приближении на функции 
g r (v) и g 2(у), необходимо наложить условия

J gi(v)dv = 0, i= 1, 2.
Пусть знак || обозначает продольное направление, а знаки J_! и _L2,— 
два взаимно перпендикулярных направления нормальных к волновому 
вектору. Величины, имеющие эти знаки, будут представлять собой ком­
поненты векторов вдоль этих направлений. Д ля того чтобы получить 
эллиптически поляризованные исходные волны, имеющие главную ось 
вдоль ± i  и малую ось вдоль _1_2„ полагаем

-» -* 
j  ( v ) d v =  0,

— оо
оо  ̂ ^
§ Vl t g 2 { v ) d v  =  0 ,

— оо

£ | =  Eit sin ( k r — (at),

E } ± 2 =  £*2 cos ( k r — (£>t)'



оо оо

Е и) =  - ^ г г Г ^ г  {  |  <£>- j  (») Л } ,

Тогда из исходных уравнений получаем

— Ьо

A C r , v t )  =  — ~  - Ь М -  Г £ ,,о± , X (3)
m *Г (о — k v i{ |_

— > " >  - >  “ j  
X c o s (£ r— atf) — Etav ±1! sin ( k r — at)  ,

l

где co0 =  ^4яе2 —  ̂  — плазменная частота и £ | j__t и Е\ j_2 есть компоненты

электрического поля первого приближения вдоль направлений j_x и _]_2 
соответственно. Уравнения (3) связывают амплитуды исходных волн и

00 -Э- оо
интегралы J  v ^ g ^  (v) dv  и j*t/j_2g 2 (v)dv,  пропорциональные амплитудам

— 00 —00
электрического тока, вдоль указанных направлений.

В дальнейшем вместо плоскость, содержащая главную ось и волновой
вектор, будем писать плоскостьJ ,  и аналогично: плоскость J L Обозначим g t (v)
символом g ± . (v) (i =  1, 2), потому что g Xl (v) cos ( k г — соt) дает число час-

тиц, возбуждающих волну в плоскости _]_х, и аналогично: (у) sin (k г —
— (dt). Из исходных уравнений в линейном приближении в качестве у с ­
ловия разрешимости в виде волн получаем следующее дисперсионное 
соотношение [12]:

0)2 _  fe2g2 _  р F{yu)dvu ^

где
00 -»

=  I §fo(vYdv±idv±*
-оо —оо

П одразум евается главное значение этого интеграла потому, что более 
строгое рассмотрение приводит практически к тому ж е результату.

§ 2. Второе приближение

Подставим

f ( r ,  v, t) = N f 0 (v) +  ^ ( г ,  v, f) +  f 2 (r, v , t )

в уравнение (1), сохраняя только члены второго порядка малости. Тогда 
получим



e f  с  d f r , п  d f
= ------- ^u -i 7-----------f“m \  d v , du i4 J-Л U*.J-2

-  -U о, ( h i u  f i -  -  H lL , +
me \  \  ^v± g ^ v± i '

+  ( » X , W u , - » J . , H u J ~ } .  (5)

Представим первое (линейное) приближение в виде

Д, (г, и, 0  =  { ^ i ,  (у )cos $ 7  — <»*) +  g ±2 (v) sin ( k r  —  со/)}

и, подставляя в (2), найдем

' 00 -» -*■
’ ^U x •= 4nee-v* J. y Xi g Xi (у) ^  {со (со2— k 2 • с2 +  у2) X

—00

X sin (k г —  соt) +  У (со2 +  k 2c2 +  у 2) X

X cos (kr  — (tit).} {(со2— k 2c2— у 2) +  H y 2(o2} ~ 1

и подобные же выражения для E^j_2, # |j_ , и Н | j_2. Здесь -у произвольная 
постоянная, которая в конечном результате стремится к нулю. Функция

—>
£-у* вводится искусственно в f 1 (г,  v, i) с целью получить единственность 
решения уравнения второго и третьего приближений [6]. Введение подобной
«функции приводит к изменению функции нулевого приближения / 0 (v) (из­
меняется фон), что в свою очередь ведет к важным нелинейным эффектам. 
Физически введение у  учитывает ограничение во времени волновых про­
цессов при t -> оо и у ^>0. Введение у  нельзя связывать обязательно с 
трением, так как достигаются одинаковые результаты и при -у <10.

Пренебрегая в правой части (5) членами, содержащими у в выраже-
ниях при cos (2 k r — 2 (ot) и sin (2 k г— 2со/) и оставляя у  в членах, не со­
держащих этих функций, имеем

г ( и  d/i , п  d fr \  , f  и  д[г
--- ( -------|-' ---- ) '---------( I-L1 "д------- -/п V 1 от, о т , /  me V от I4 J_i J-2 4 J—2

-  Н 11. т М  =  Иег~ ~  х<3uĵ  /  хГ со —

X (со— toy) sin (2k r — 2 Ы ) { е 2( \ ----- — v2, ^  —
\  хТ  К

— Et2 ^  1--—  v 2̂  |  +  ye~2yt (со2 — k2c2) X

X { (со2 — k2c2 — Y2)2 +  4y2co2}—1 (co2 +  k2c2 +  y 2 — 

t o k o y )  { 4  ( 1  - . i  «■*,) +  E i ( l - ^  , L ) }  +

+  2 E tlEt, v± 1vl t  (co — kv\ \ ) cos (2\kr — 2 at)  j , (6)



=  N e > ^ - ( 2 m * c o ) - ' k - ? - ( — ) [ E l v \  -  E i v 2u ) X
XI uV j| CO ItV у J

X s in ( 2 k r — 2oot) — 2£*1E*2D_Lly j^ co s(2k r  — 2co/) -j-- 

4- e~2v< (Et,v2± 1 +  Et2v2±2) 2y« (w2 ~f krc2) x

X { (to2— k 2c2— -у2)2 +  4у2о)2}-1 . (7)

Полагая
/ 2 (r, v, t) =  Фх (v) +  Ф2 (v) cos (2 k г —

— 2 (ot) +  Ф3(и) sin (2 k г — 2озt)  (8)

и приравнивая справа и слева коэффициенты при е~ 2?*, sin (2/е г — 2 со/) и
c o s (2 £ r— 2 (ot), вычисляем Ф1 (у), Ф2 (у) и  Ф3(у). Как видим уравнение
это удовлетворяет следующим соотношениям:

°° -> —> ' —>
j  v±{ Фг (о), <&.2 ( v ) } d v  =  0 ,

— оо

-> “>
Ф2 (v) dv =  О,

^  ^  0>

J* Ф3 ( и) dv  =  О,
— 00

°?»-> -> ->
( иФ3(у) dv  — 0.

—оо

Ф ормула (8) совместно с (2) показывает, что поперечная волна во- 
втором приближении не возбуж дается. Уравнение (9) показывает, что 
число частиц (нормировано) не изменяется благодаря изменению ф она.

Функции распределения второго приближения приводят к двум не­
линейным эффектам для усредненных величин — к возбуждению про­
дольной волны второй гармоники и к наличию волнового электронного, 
ветра.

П олагаем

2 п е
J  (v )-d v sitl (2£ г— 2со/) =

— оо

=  E t sin (2k г — 2a)Zt) =  £ 2 ii, (10)
oo

e (t>) =  6/,
— oo

где E t — амплитуда продольной волны второй гармоники и Ь\ — волновой 
ветер, имеем

00
о 9 keu& Г Fdv м

E, =  ( E l - E l ) — ± -  -------- L - х
8/пш J  (со — k v ,, )2

— 00



. 4   ̂ '
* . , с 2 С2л к ш %

8 я т
00

X  (  ( — — — \ {(со2 — ^ V 2 —  y 2) 2+ 4 v 2(02} - 1

V J ® - ^ н )— 00

При переходе к вакууму оо2 = 0 , б/ =  0 и E t =  0. Отметим, что волновой 
ветер обусловлен поперечными волнами, а не продольными, как  в р а ­
боте [6].

Заметим, что ответственным за  появление нелинейных эффектов
->

во втором приближении является компонент силового члена \ vx^\  _
с

вдоль волнового вектора поперечной волны. Без учета этого члена 
не появляю тся продольная волна и волновой ветер, кроме того эффекты 
третьего приближения (см. § 3) обращ аю тся в нуль. Дисперсия ско­
ростей в направлении, перпендикулярном плоскости поляризации волны, 
обусловлена только вихревым электрическим полем. Если круговая по­
ляризация и имеет место, то Ei — О, а продольная волна исчезает. Если: 
волна плоско поляризована, то знак E t изменяется при изменении ф азы  
исходной волны на 90°.

Величины
°° -» 00

бр ■= те j { /— N f 0— Ф]} dv  и 6 /  =  те  j v { f — N f 0 —  Фг) d v
--ОО —00

удовлетворяют соотношению непрерывности

—  6 p + v S J  =  0
dt

|т . е. соотношению (о |Ф 2 (v) d v  = k  J  v цФ2 (t») d v j .
— oo —oo

°° —> -> ->
Интегралы m  j  vtvjf%(r, v, t) dv ,  где =  (оц , vLi), I =  (i, j>

— oo

дают элементы тензорных добавок к статическому скалярному давлению' 

равновесного состояния. При Е *2 — 0 интеграл \ v 2±J 2 ( r , v ,  t ) dv  дает
—оо

дисперсию скоростей перпендикулярно относительно плоскости поляризации 
плоской волны.

К ак и в работах [6—8], поправки к частоте не появляю тся во вто­
ром приближении, потому что правые части выражений (6) и (7) не 
имеют первой гармоники.

§ 3. Третье приближение

В третьем приближении появляю тся два новых нелинейных эф ф ек­
та: изменение частоты первой гармоники, различное для волн в пло­
скостях ± i  и _L2„ и возникновение поперечных волн третьей гарм о­
ники. Х арактеристики продольной волны третьего 'приближ ения те ж е,



что и второго. П оправки к частоте возникают за счет необходимости 
сохранить только одно дисперсионное уравнение (4). П олагаем

f ( r , v , t )  =  N f 0 (v) +  g ± 1 (v) cos ( k r —  Qjt) +

+  £± , (v) sin .$ •"?— Ш )  +  Фх (J) +

+  Ф2 (y)cos (2 k r —  2 QJ)  -f- ( 12)

+  0 >2 (v)cos  (2 k r — 2 Q%t) +

+  Ф3 ( v) s in (2 k r —  -Ь Ш )  +  /3 (r,  v, t),
* rt /

где Ф2 (v) и Ф2 (у) являются аддитивными слагаемыми с коэффициентами 
Eft и Е \ .  Введем разные частоты £ ^ ( = 00+ 600̂ )  и £!2 ( =  со - f  6coj_2) с до­
бавками 6coj^ и 6©j_2: волны в плоскости _1_2 имеют поправку 6coj_t, а 
В О Л Н Ы  в ПЛОСКОСТИ J _2 — 6co_l2. Волны в этих двух плоскостях должны 
распространяться с разными фазовыми, а также групповыми скоростями.

Аналогично (5) не трудно получить уравнение третьего приближ е­
ния, подставив ( 10) в ( 1) и сохранив только члены третьего порядка 
малости. В правой части получаем выражения, которые Можно р аз ­
делить на две группы. К первой группе отнесем члены, имеющие гар- 

■—>—>
М О Н И К И  { k r — (со +  &»!,) ?}, {k г — (со +  2<»j_2— SfOj.,) t },

{3k r — (Зсо 4- Збсо^,) t}, {3k r — (Зсо -j- 6со^г +  26coj_2) t],

потому, что они даю т поперечные волны третьего приближения в пло­
скости _Ц. Во вторую группу будут входить гармоники

( k 7 —  (о)’+|6сйХ2)/} ,

{ k r — (со +  26coXl— 6co_l2) t}, {3k r — (Зсо +  36cojJ/},

{3/е г — (Зсо -j- 26co_Ll ,

которые даю т волны в плоскости ± 2- Если выраж ения электриче­
ского поля есть функции s i n 0, где 0 — лю бая из этих гармоник, то 
интеграл от функции скоростей, дающий амплитуду волн в плоскости 
± 2.,' обращ ается в нуль, а в плоскости _l_i отличен от нуля. Подобно 
этому у c o s 0 амплитуда волн в плоскости J_i равна нулю, а в пло­
скости J_2. отлична от нуля.

Д ля  простоты предполагаем, что разница между разными первыми 
и третьими гармониками играет существенную роль только в более 
высших, чем в третьем, приближениях. Поэтому всюду в дальнейшем 
напиш ем й  вместо Q&, 2 Qi— Q2 и 2 й 2— а такж е 3Q  вместо
3 Qi, 3 Q2., 2 Q i +  Q2, Qi +  2 Q 2- Однако получаем выражение для 6co_Lt 
из уравнения, полученного при сравнении коэффициентов при sin 0 
справа и слева, а вы раж ение для 6coj_2 из коэффициентов при cos 0. 
Аналогично (6) и (7 ) имеем выраж ения для членов правой части у р ав ­
нения третьего приближения. П одставим в это уравнение

/ 3 ( г, v, t) =  ,ф1 (v) cos ( k r — Q/) +  1|э3 (v) cos (3 k r  — 3Qt) +

+  px (v)  sin ( k r — Qt) +  p3 (0) sin (3 k r — ЗШ),
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H C O s(3£r— ЗШ) справа и слева, упростим с помощью следующих про­
веренных результатов:

приравняем коэффициенты при s in (6 г — Q/), cos(kr— Qt), s in (3k r — 3Qt)

%( v ) } d v  =  0 ,
ОО

J » ± .  {р! (V),  Р з ( v ) } d v  =  О, (13)

j  i t i  (v)> %SЙ ,  Px й ,  Р з Й  \d v  =  О

и  разделим на Q — &>ц. Тогда получим уравнения для определения 
6 cl»_l 2 и  амплитуд волн. После интегрирования по скоростям получа­

ем окончательно

бсоLL.
Fdv i

(d) — kv  || )2
+

со2 -)- k 2C2

=  ( 4 - 4 )
ke2

3 2 т 2со

F d v ,

(со — kv н )»
X

(co — kv и )3
4 1 -

Fdv,

(® kV ц )2

— l

I v 2
+  Et' ~ w ^

• F d v ,

(to —  Ao и )3

xT
3&4e2-----

( з 4  -  4 ) X
8m2co

X
Fdv и t o p 2 i c 2 \ xT( 3 t tl +  b t j -------------

(co — kv  ,| )6
((О2—  £l2C2) x

X { (co2 —  k?c2 —  V2) 2 +  4 v 2co2}-1  Г ----- --— 11-----------
J ( ® - й 0||)4

— oo

4  k 6 • (®2—  k2° 2) { C®2—  — y 2) 2 + 4 y 2co2 } '-1 x

X
F d v ,

(to — kv  и )2

и аналогично для бсо^2. Пусть sin (3k r — 3Qt) обозначает волну треть­
ей гармоники, находящуюся в плоскости _L1; и £ 3<2 cos (3k г —  ЗШ) в плос­
кости ± 2. Тогда получаем

11



(E3h, Eztt) =  з { J  Й  dv,  — J  v ±2p3 (v) dvj ,  (14)
—  00  —  00

ОО О oo  oo

f  I - Л  У *  IT 3A2ewo Г / r-.2 Г-.2 ч (* F d v \\ (  9 Г (Зю +  Ь ц ) / 7^ , ,
J  y -L ,^ 8  ( y ) V U (32)2 m 2w2 . f, 0 ^  ( (0 _  kv  )3 |® 0  J  (0) — kv || f  +

—  oo  — oo — 00

9 oo oo

-----JO — 00

(lfc>
о о xt  f* F dv I. "i

+  ( 3 £ f , -  4 ) .  124» —  J  - „ - T f e ^ r ]
—  00

00/•» —> -> 
и аналогично I v ±2p3 (v) dv.

—  00
2<o0 xT 1Сохраняя величины первой степени по ----- и --------- , имеем при;

со2 т  с2
у  =  0 приблизительно

! - =  [ - 4 ( 1
б®, г . (05 хТ 1

------------- г  5 ---------------
8со2 m с2

, с 2 ( ®0 ХГ 1 ) е2
2 т 2с2со2

Д л я  относительного изменения частоты в зависимости от температуры 
получаем

, , - ....................2 . . Л „2
—  4 г  («“ ! ,)  =co ОТ £ ' . ( 5 + т  ^ У Ч ' - т ^ г )

X

m  2о)2са \  тс

Если температура увеличивается, то изменение частоты в красную сторону 
возрастает. При у =  0 и Et2— 0 имеем б с о ^ ^ О . Вычисление величин
—— (бсо j ,) и (бсо 12) дает разные Дббавки к групповой скорости Боли­
да dk ■’ ^

При Т  =  0 и у  =  0 имеем приближенно
2

д  / с  сч ч / г . 2  r 2 \ / i  7  й о(6W i„ a m jj) =  ( E l  E l )  (1  -  -I . -£■ )
дй V 8 (o2 /  2m2o)2c

При круговой поляризации и, следовательно, 6(о_^ =  б(о_̂ 2 и
£з*, — Ди,.

->
Интеграл (v) dv  можно определить из уравнения для грг (d),

— оо
если после интегрирования разложить по степеням б((о_ь), приравнять 
справа и слева величины пятого порядка малости и сократить 6 (ooj^)

оо/> —>
в обеих сторонах. Аналогично же имеем для ^j.2P] (v)dv.

— оо
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