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СИНТЕЗ ОДНОЙ САМОНАСТРАИВАЮЩЕЙСЯ СЛЕДЯЩЕЙ
СИСТЕМЫ

Рассматривается задача об оптимальном слежении за случайным сигналом диф­
фузионного типа со сносом. Предполагается наличие канала связи с шумами и одним 
неизвестным параметром. Показано, что может быть синтезирована система, близкая 
к оптимальной с использованием принципа самонастройки по неизвестному параметру. 
Приведен приближенный анализ и результаты электронного моделирования рассма­
триваемой системы.

Существующие методы расчета оптимальных систем [1] автомати­
ческого регулирования позволяю т найти точное решение задачи лишь 
в отдельных случаях. Д ля  более сложных задач  найти точное решение 
обычно не удается. В ряде случаев целесообразно использовать извест­
ные способы оптимального управления более простыми системами, вхо­
дящ ими в исследуемую как отдельные части, с целью построения си­
стемы, близкой к оптимальной. .

В работе рассматривается следящ ая система такого типа, когда 
управляю щ ее воздействие является функцией сигнала рассогласова­
ния между выходной координатой объекта y ( t )  и входным сигналом 
x ( t ) .  При этом, как часто бывает, например, в радиолокаций, сигнал 
рассогласования 8о (t) поступает на вход блока управления через канал 
связи, где он смешивается с шумами и ослабляется в неизвестное число 
раз. Задаю щ ее воздействие x ( t )  и сигнал рассогласования so(t) =  
= x ( t ) —y ( t )  считаются недоступными наблюдению. Требуется, исполь­
зуя известный нам выход объекта управления, построить оптимальную 
в смысле минимума среднеквадратичного отклонения следящую си­
стему.

Пусть объектом управления является интегратор с передаточной
функцией К  (р) =  —  . В качестве входного воздействия выберем вине- 

Р
ровский флуктуационный процесс со сносом, описываемый дифф ерен­
циальным уравнением

где а — константа, — нормальный белый шум с нулевым средним 
значением и функцией корреляции К ц  ( т ) = 5 б ( т ) ;  x ( t )  является гаус­
совым процессом со стационарными приращ ениями и описывается

а +  Н О 0 )

29



плотностью распределения вероятности:
1

W ( х ,  t ) =
У  2rt Bt

■exp (х — at)2 
i 2 Bt

Рассмотрим предварительно такую  систему, у которой канал связи 
отсутствует. В этом случае оптимальная система может быть синтези­
рована аналитически [2]. Бели на управляю щ ие воздействия наложены  
ограничения | и (е0) | •< и0, то блок управления имеет релейную х а ­
рактеристику

«(%> =  { 8° > ° .
I —  «о 80 <  0

Рис. 1

С труктурная схема такой системы приведена на рис. 1. Ее уравнения 
движения имеют вид

х  =  а-\-Ь>( t), у  =  и (  е0), е0 = х  ■— у.

П одставляя первые два уравнения в последнее, получим

е0 =  а — и (е0) +  l { t ) , (2)
во (t) является марковским процессом [3], щютность распределения ве­
роятности которого описывается уравнением Ф оккера—П ланка:

(8о) =  ~ ~ ~  [(а ~  и  (8о)) W1 +  4 ~  В  d2W
д 8л

(3>

Здесь и далее мы будем искать только стационарные решения, прене­
брегая переходными процессами. Стационарную плотность до (во) м ож ­
но найти, реш ая уравнение (3) отдельно ддя областей е о > 0  и е о < 0 :

О =  — (а — и0) 

О =  —  ( а  +  и 0)

dw
де0

dw

е0> 0 ,
д&иьо

п  d'2wВ  —
д4

80< 0.
де0 2

Сшивая решения (4) при ео =  0 и нормируя, получим

(4>

w (е0) =
Ви0

г
ехр ' 2 (а — и0) •

в  .

ехр
.

' 2 (а +  «о) п *

В °J

80> 0  

Б <С 0.

Необходимым условием существования решения является неравенство 
а < « 0‘ Зная плотность распределения до (&■■)*■ можно найти первые д ва  
момента: среднее значение ошибки слежения й ее дисперсию:
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Ва De0 = Щ +  а2
—  (5)

„ fl2 2 ( « о - а2)2
В озвращ аясь к исходной задаче, будем считать, что блок управ­

ления в синтезируемой системе такж е имеет релейную характеристику. 
Чтобы не допустить воздействия помех на релейный элемент, перед 
блоком управления поставим фильтр. Блок-схема системы вместе с

Рис. 2

Рис. 3

каналом связи принимает вид, изображенный на рис. 2. Относительно 
свойств канала связи (КС) предположим, что на сигнал рассогласо­
вания во аддитивно наклады вается белый шум n( t )  с нулевым средним 
значением интенсивности N.  Коэффициент ослабления Ко постоянен в 
течение каж дой реализации входного воздействия, но может прини­
мать различные значения в разных реализациях. Фильтр долж ен т а ­
ким образом обрабаты вать сигналы Ko&o + n( t )  и y ( t ) ,  чтобы восста­
новить сигнал ео; в том случае, когда е =  во, в системе достигаются 
минимальные потенциально возможные ошибки (5). Однако аналити­
чески структуру такого фильтра найти затруднительно. Если бы коэф ­
фициент ослабления Ко был известен, то задачу  фильтрации можно 
было бы решить следующим образом. П рибавляя к сигналу Ko&o + n( t )  
сигнал КоУ, получим гауссовый процесс х (t) на фоне шума. Тогда 
задача сводилась бы к оптимальной фильтрации сигнала x ( t )  с изве­
стными статистическими свойствами на фоне белого шума. В отличие 
от сказанного (см. рис. 3) выходной сигнал y ( t )  поступает в блок 
фильтрации с некоторым коэффициентом К,  поскольку коэффициент 
Ко неизвестен. Н иж е будет показано, что система может быть сделана 
самонастраиваю щ ейся по парам етру К,  т. е. в процессе работы К  стре­
мится к Ко.

Считая пока, что К  = Ко, рассмотрим задачу синтеза фильтра О. Ф. 
Эту задачу можно решить в рам ках теории оптимальной линейной
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фильтрации [4], но только для про 

рактеристики фильтра имеем /С(со)

цесса х-- 
1

1 +  /соТ’
ный фильтр представляет собой апериодическое звено первого порядка 
с постоянной времени Т. Таким образом, настроенную систему (К = К о ) 
можно представить состоящей из двух частей. П ервая часть вы рабаты ­
вает сигнал Ко?, такой, что функци 
ющему воздействию x ( t )  (в силу
часть осущ ествляет оптимальное слежение за сигналом KqZ.

Д ля того чтобы найти характер
уравнения движения замкнутой системы. К ак видно из рис. 2 и 3: 

К 0г (р) =  К 0 [х (р) — у  (р)] К  (p) +  К у  (р) [k (р) — 1] +  п (р) К  (р),
1

х —at. Д ля  частотной ха-

— . Оптималь- 
в

Иде Т =V
я z ( t )  максимально близка к зада- 

оптимальности ф ильтра). Вторая

истики сигнала ошибки s, составим

где К  (р)
1 +  рТ

ходя к оригиналам, получим 

Тг  4- е

передаточная функция оптимального фильтра. Пере-

х — у k
kn Т у

n{t)

Уравнение (6) совместно с уравнениями

(t), у  = и(&)х  =  а

полностью описывает поведение р&ссматриваемои системы.

(6)

( 7 )

Однако
найти точное решение для до(е) 
ние (6)

У

не удается. Переписывая уравне 

n(t)

для настроенной системы, сумму е 
выходной сигнал оптимального фи

+ у  можно интерпретировать как 
льтра, на вход которого поступают

сигнал x ( t )  и помеха n( t ) .  Записы вая уравнение (8) отдельно для 
помехи n( t )  и полезного сигнала x ( t )  и обозначая сигналы на выходе 
ф ильтра и х —аТ  +  £2, получим

T t i  +  Ci =  п (0 . r i 2 ; с 2 =  - -  m t ) .

Случайные сигналы 'С>1 и являются экспоненциально коррелированными 
процессами с нулевыми средними значениями и дисперсиями D£x =

D L
ВТ Таким образом, мгновенная ошибка фильтрации будет z — х  =

=  Ci +  С2— аТ.  Ее средняя величина — аТ,  а дисперсия — D +  DCa =
N

N

выражением для постоянной времени

8 +  У =  X —

3 2

У
k

У (8)

N
2 Т

+  В Т ) .  Эта величина имеет минимум, равный Y N B ,  при Т  =

— , что, как и следовало ожидать, совпадает с полученным ранее 
в

фильтра Т.
М ожно оценить точность работы настроенной системы. Из уравне­

ния (8) следует

Ьr  +  C, +  - L .
к

(9)



Дифференцируя (9) по времени и подставляя в него уравнения (7), 
получим

1 гg =  а ------- с-
т

и (е) -j- 1
КТ

n(t) ,

где £ =  £2 +  -

лишь членом

Полученное уравнение отличается от уравнения (2)

~ -С . Тем не менее точно решить соответствующее ему

уравнение Ф оккера— П ланка не удается. У кажем приближенный под­
ход к решению этой задачи. Постоянная времени собственно следя­
щей системы намного меньше (Т ) времени корреляции процесса 
Поэтому достаточно гладкие в указанном смысле процессы отслеж и­
ваются с малой ошибкой. Положим, что на некотором отрезке времени 
т, большем времени корреляции сигнала ошибки е и меньшем Т, t,(t) —

г
линейно изменяющийся сигнал со средней скоростью гДе —

среднее значение сигнала £(/) за  время т. Воспользуемся вы раж ения­
ми (5) для определения величины среднего значения ошибки слежения 
и ее дисперсии, подставляя в них вместо а случайную скорость а'  =

1 ~ D N '=  а -------- а вместо В  интенсивность шума --------------
т klT2

Усредняя затем
(Г

по времени т, получим

N

De =

КТ2

N2

'+
а (3и20 +  а2) £2

2,k4QT*

-f- а2
+

(ыр — а2)8 Т 2 

3 (и* — 6и2а2 +  а 4) ! 2
( 10)

_(uo — fl2)2 ( а ^ - а 2)4Г2

При и0 последние члены в обоих вы раж ениях являю тся вели­

чинами второго порядка малости, если только и2 >  3ЩВ ’ и их

можно не учитывать. Полученные выраж ения определяю т отклонение 
у  от величины z  = x — aT + t  Тогда е0 = х — у  = & +  аТ— £. Считая величи­
ны е и £ статистически не связанными, найдем среднее значение и 
дисперсию минимально возможной в данной системе ошибки:

8 +  а Т ,  D e0 =  D s  +  С2. (И)

О тбрасы вая в (10) члены второго порядка малости и подставляя в

(10) и (11) значение Т- V N

к\В
, окончательно получаем

Ва
а л/ —•V  к1в

В (u? а2) г ------
De0 =  — K- p — L +  k y B N.

2 («2- а 2)2
(12)

Из (12) следует, что с указанной точностью ош ибка отслеж ива­
ния в рассматриваемой системе состоит из двух частей: ошибки отсле-
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ж ивания предварительно рассмотр 
словленной введением оптимальног 

Рассмотрим задачу об автом:
Обычно применяемый способ н ас 
зад ав ая  приращ ения параметру, 
качества от этого приращения. Д ё 
чение парам етра, минимизирующе 
этом основное время система нахр 
мума. В данном случае оказывае 
ление параметром k, не прибегая 
ру. Из рис. 3 видно, что информа 
входит в выражение

+  ( k— ^о) у “I- п (0.

енной системы (5) и ошибки, обу- 
о фильтра.
атической : настройке парам етра k.  
гройки заклю чается в следующем: 
определяют зависимость критерия 
йствуя таким образом, находят зна- 
е  заданный критерий качества, при 
дится в области, отличной от мини- 
ся возможным осущ ествлять управ- 

< пробным ш агам по этому парамет- 
ция о рассогласовании (k —k0) явно

k0x

Однако всю сумму нельзя испольр 
сования, поскольку х  и у  — нестац 
цию, зависящ ую  от (k —k o )  и не 
можно получить следующим образе^

Пусть
e{ t ) =b c ( t ) —  y( t )

овать в качестве сигнала рассогла- 
яонарные случайные процессы. Функ- 
зависящ ую  от момента измерения,, 
м.

отклонение сигнала на выходе си 
пока не говоря о природе функци 
ности, мы можем предположить в 
сигнала x( t ) .  Пусть имеется некот< 
рацию. П одставляя (14) в (13) пол

k (х) — (k 

Выходной сигнал фильтра прел

Оk — k0)

У множ ая результат фильтрации н 
гичным образом из выходного сиг 
ведение за  время т, получим управа

^упр

Д ля  некоррелированных случа 
интеграл в пределе при т-^оо обраи.

^упр —:

Таким образом, можно считать

и упр (k

где А и — ошибки, связанные с коь 
П редполагая, что изменение п 

ные моменты времени, рассмотрим 
алгоритму:

kn-l;-1 =

Подставим для т->оо выражение (1

k n + l —  k n

(14)

стемы от сигнала на входе. Ничего
4 e( t )  и требуя лишь ее стационар- 
эзможность выделения e( t )  на фоне 
зрый фильтр, выполняющий эту one- 
учим

- к0) е  ■ ■ п (/). 

ставим в виде 

e +  X( t ) ,
а функцию e( t ) ,  найденную анало- 
нала системы у,  и усредняя произ- 
ЯЮЩуЮ фуЙКЦИЮ М удр

e2dt 1 e%dt. (15)

йных функций e( t )  и %(t) второй 
дается в нуль

К ) е%- О 6)

- k0) в2 -|- Afi,

ечностью времени усреднения. 
1рам етра к  производится в дискрет- 

процесс настройки по следующему

К - —  а и упр.

Р) в (17) 

ъ ( К  — &0) е2.

(17)

(18)
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В силу линейности этого уравнения можем, не теряя общности, 
положить &0 =  0. Решение уравнения (18) будем искать в виде kn — 
= се%п. П одставляя это выражение в (18) и разреш ая его относитель­
но К, для k n получим

kn — сеп 1п =  с (1 — ае2)п, (19)

где с есть значение коэффициента k n в начальный момент времени. 
Условием сходимости процесса настройки к точке нуль является нера­
венство | 1 — ае2 К  1.

Величину парам етра а нужно выбирать таким образом, чтобы чис­
ло шагов п0, за которое координата k n попадает в 6-окрестность точ­
ки 0, было минимальным. П одставляя в (19) k no =  8, получим

с

| In | 1 — ае2 | |

Очевидно при минимальное значение п 0 = 0 достигается при а  =
— -J-. Разумеется, что такого идеального случая в реальной системе

е- ' '
быть не может, поскольку значение иупр содерж ит ошибки флуктуаци- 
онного характера, возникающие из-за конечности времени усредне­
ния.

Вернемся к уравнению (14). К аж ется естественным в качестве 
функции, e( t )  выбрать те отклонения у  от х,  которые присутствуют в 
каж дой следящей системе, т. е. положить е = е0. Тогда Uynp =  ( к — k0) г1, 
однако на пути реализации такой идеи встает ряд трудностей. С игна­
лы х  и 8о слабо коррелированы, причем порядок малости корреляцион­
ной функции совпадает с порядком во. Поэтому не представляется 
возможным создать простой и эффективный фильтр, выделяющий сиг­
нал 80(t) на фоне x ( t ) .  Кроме того, г20 зависит от (k —k0) 2, что при­
водит к нелинейности уравнений настройки и затрудняет их анализ. 
Эти трудности можно обойти, вводя специальное пробное отклонение 
бг/ выходного сигнала системы. Теперь везде вместо у  действует сиг­
нал у  + 8у.  Выбирая, например, 8у = т  sin (Hot получим пробное откло­
нение, статистически не связанное с процессами x ( t )  и n( t ) .  Фильтром, 
общие свойства которого были отмечены, может служить дифференци­
рую щ ая 7?С-цепочка, причем 7 i = i ? C >  — . Такой фильтр обеспечивает

(00
стационарность выходных сигналов, так  как он имеет нуль передаточ­
ной функции в начале координат, а входные сигналы имеют в начале 
координат полюс не выше первого порядка. Применение в дальнейшем 
операций умножения и интегрирования практически полностью исклю­
чает присутствие флуктуаадионного. компонента в управляю щ ем напря­

ж ении. У множ ая результат фильтрации на A  sin «о t, получим на вы ­
ходе усредняющего интегратора согласно (15):

и „ = {к- ^ Ат' + А и ,

где Аи-+0 при т-н»оо. П риближ енная оценка значения Ди для системы, 
близкой к настроенной, имеет вид

А [  R , , R 2



Я, =  V 2 B ,  a R 2 =  +  2kaT.

где

Точность отслеживания системы мол|сет быть оценена как А£ =  аА«. Так

Рис. 4

Д ля проверки основных выводов теории была построена модель 
описанной выше системы на базе нелинейного аналогового устройства 
М Н-7. В качестве переменного коэффициент^ использовался шаговый 
искатель. С пециальная приставка к машине МН-7 осущ ествляла алго­
ритмы автоматического управления переменным коэффициентом. 
Основной целью эксперимента было качественное исследование работы 
модели при различных входных воздействиях.

В том случае, когда сигнал на входе системы линейно изменяется 
со временем x  — a t, зам етна средняя ошибка слежения, причем вели­
чина ео пропорциональна а и k  и исчезает при а =  0. При k = 0  система 
становится неустойчивой и слежение носит Автоколебательный х ар ак ­
тер. С ростом k  амплитуда автоколебаний убывает, и при k > k KV коле­
бания затухаю т. Н а рис. 4 показана осциллограмма входного (я) и 
выходного (у) сигналов системы при изменении k  ш агами от нуля до 
некоторого k'  больше критического.

Н аблю даем ая неустойчивость подтверж дает целесообразность вве­
дения второго кольца обратной связи (k — Q соответствует разры ву это­
го кольца). Наличие средней ошибки объясняется присутствием в си­
стеме фильтра, пропускающего линейно нарастаю щ ее напряжение со 
стационарной ошибкой аТ.  При этом величина е0 не зависит от ам пли­
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туды управляю щ его воздействия щ.  При наличии помехи n( t )  в таком 
режиме возрастает средняя ошибка, что следует из формул (10), а 
такж е увеличивается значение kKp.

Ош ибка слежения носит флуктуационный характер, и ее диспер­
сия не равна нулю, как в том случае, когда шум отсутствует.

Рис. 5

у

\

Рис. 6

В основном режиме задаю щ ее воздействие является винеровским 
процессом со сносом (1). Ош ибка слежения даж е при отсутствии шу­
ма носит флуктуационный характер (рис. 5). Ее среднее значение и 
дисперсия существенно зависят от величин а и ио, как это следует из 
формул (12), причем, когда ио<а,  следящ ая система перестает рабо­
тать. Н а рис. 6 показана осциллограмма входного (х) и выходного (у)
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сигналов системы при k = k). В присутствии помехи наличие ф ильтра 
приводит к сильному сглаживанию  выходного1, сигнала y ( t ) ,  и с увели­
чением k  процесс сглаж ивается еще больше.

Д алее исследовалась система автоматической подстройки коэффи­
циента k. Эксперимент показал, что получить! информацию о расстрой­
ке (k—k0), пользуясь только естественными флуктуациями сигнала 
ошибки, практически невозможно. Поэтому с|ыли сделаны выводы о 
необходимости введения пробного сигнала ■ .

• by  =  ni  sin со0̂ .

Процесс самонастройки соответствует приведенным выше уравне­
ниям (19) и состоит из асимптотического или затухаю щ его колебатель­
ного движений системы управления переменным коэффициентом. При 
этом величина ошибки отслеживания Ak  совпадает по порядку с оцен­
кой в (20).

Залож енны й в основу описанной системы принцип позволяет про­
водить оптимизацию для частного случая известного парам етра и затем 
строить параллельную  следящую систему, обеспечивающую выполне­
ние этого условия в процессе работы.
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