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АСИМПТОТИКА ФУНКЦИИ ГРИНА ДЛЯ КУЛОНОВСКИХ  
СИСТЕМ СО СТОЛКНОВЕНИЯМИ

Получено приближенное значение для ядра линеаризованного уравнения Ленарда 
и с его помощью найдено выражение для функции Грина. Точно вычислено ее 
асимптотическое значение при малых k, а Также собственные частоты и затухание 
системы при наличии пространственной дисперсии. Приведено асимптотическое зна­
чение спектральной плотности.

В предыдущей работе [1] было получено решение для функции 
Грина кулоновской системы со столкновениями в Е-  и ^-пространстве
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V? (Р) =  J  Ф А  F*p (Р) =  J  <*/>,<&/» (р 2).
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Jmx° =  —  V x  \ рт J . (4)

Будем исследовать (1), взяв более точное ядро, чем ядро линеари­
зованного уравнения Л андау, использованного в вычислениях в [11.
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П опытаемся подобрать простую функцию, правильно передающую ход 
подынтегрального выраж ения в (3). Используя (4), при малых 2 =  —

Рт
находим .

i|> =  V № t ?  -т- (ImyCy ^  1 — аг2, а  =
2

При больших — . При остальных z я|з спадает от 1 до 0. Итак,
2  г2

функция  ---- 1—— будет хорошо передавать ход ^  при всех г, так как
(1 +  аг2)

при малых z она ■—• 1 — аг2, при бо льш и х------ —̂ , а в промежутке моно-
аг2

тонно спадает от 1 до 0. Мы использовали в ib а  = ------ —, а не а =  2 .
2

так как наиболее важно поведение Q;y- при малых импульсах, ибо в [3J
она интегрируется с обрезывающим фактором F0 (р). Поскольку второй член
в подынтегральном выражении в [4] <  1, то им можно пренебречь, в отли­
чие от первого, который всегда не менее In Б 2. Используя найденное зна­
чение гр, из (3) получим

2я

<??/= - +  < * ) } - 4 +  <&,(11.22) IPi — ft Jо
2л

п <у 2 я/ппе4 , ^  о̂" eimn Г* «Qtf =  — =-----= - In <Ш, Qn =  —=-----±— \ d y x f t  (1 + а г 2), (5)
(11.22) I Pi. — Pal lPx —  Pa I J0

Q°ij вычисляется в системе координат, где р \ е 3.
Учитывая, что и =  %р, получим

Q, - =  2 ж т п е ‘  /  |д 1 + у Л + с  / i j M  \  (6 )

I Pi Р г 1 \  2 2 1 —}- 1 —j— с

=  а т С - Г  ы - 1 + ^ Ш — J — 1~ / г + г \  (7)
1 й - й 1  V 2 2 1 +  / 1  + с  г  ' '

Г р  \ 2
где с — а ( —— ) . Итак, в выделенной нами системе тензор Q9. диагонален.

V Рт У _  4
Значит в любой другой системе он будет симметричен по р1 и g  =  ру— р2 
и запишется так:

- =  D M +  Dt ~ ^ - +  +  Рь8а).
g2 P2

Сравнивая общий вид симметричного тензора с (5), (6) и (9), находим в 
произвольной системе

<&. =  Q°n ( ~ -  ае +г g"?B ■) +  « & -  Q4i) =
4 g2 J  p2

=  Q J 26̂  ~  g«gP _|_ Qa A

— 2nmnei  ̂In В +  In 1 -j- 1 -f-  с , 1 1 —  ~\f 1 -}-
+

2 1 +  / l  +  c
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Q a - ~ ^ - (  ^ 7 '  )■ .(8)
P2 v У 1 + c +  1 J

Введем V =  V ?  +  A“p, У“ = У 4 -Д ь  соответствующие вкладам от пер­
вого и второго членов в (9). Первый член (8) по форме совпадает с ядром 
линеаризованного уравнения Ландау, й  не зависит от g,  поэтому его вклад 
в F? и в системе координат, где р\\е3, даст, как и в [1], следующее

а й ( - И - )
Р ?  =  4f . -  «аз, V f  =  {6аР-  &а3} +

Рт У Яр р

+  _ ^ _  (5 36азК
р2 У  Я

Аналогичные вычисления приводят к поправкам

Рт. К  Я

В произвольной системе координат при

А? = -..2-Q-̂ L ,  A f -  4 Рт

S  ̂ — 2nmnei  ^1п Б  +  In —1

d (  -^ -Л  — 2nnei т \ — (  — —
V Рт /  I 2 V 1 + / 1 + С  //

находим

V a =  =  f (S +  Д) Ф , (S +  D )'pTV |
1 рТ У  л р 2 ’ 2 \ Р р2 V я  j

(S +  3D) Ф . 3 (S +  D) pr V ) Ра Рр
р2 У  л

( 9)

Поскольку 1 - / 1 + С /  1< — , то этим членом всегда можно пре-
214" У  1~г р

небречь в отличие от In Б. Тогда (8) можно переписать так:

V? (р) = iSV/_? , v f  (р) = (S ^ Рт ^ +  Sp'Vr_ -f 6аЭ-
Рт у  я р 3 [ Р р2| /  я

Р
S< \  Рт У . 3SpTv  j, р«рр

( Р Р2 |/" я

Подставляя (9) в (2) и (1), получим

(10)

а = * * »  \  _Ч - ^ ) Ф С ^ ) е . ..ГГ.„р ф .

1 /  k2p2
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Вычислим (11) при малых k, так как при больших k  интегралы по 
импульсам снова расходятся в нуле. В низшем приближении по &

г У г ' я Л ^  . 8nFzk2p* Г (  i +  y r f t j i  \
“« = ------ ^ Г — +  зт £ . j ( ~ Г ------- (12)

F  — 2nmnei , 4 =  F lg 5 .

Произведем оценку второго члена в (12)

, ,  1 + У 1  +  ^ л < 1 п л  +  ч ! \  <  ад2

поэтому

J  in ^ l ± i £ l ± ^ L ^  ф  (г/) г/g-j/2 dy  <  J  Ф (у) y3e~y2dy  s  .

Так как F 4А,  то, пренебрегая вторым членом в (12), находим

2 y T r c A z k r f
ао =  -------------------- .0 3 т Е3

Заметим, что это ао в | /  2 раз меньше, чем получающееся при исполь­
зовании ядра Л андау. Д ело в том, что здесь учитывается вклад  от всех 
импульсов, а не только от малых значений. Точно Такие ж е изменения 
будут и в уЭфф и в функции Грина (1), полюса которой дадут следую­
щие собственные частоты и затухание волн без учета пространственной 
дисперсии:

V  я  еоо0 In (4я пг^) 

у  =  ~ ^ ----— ^ ---------------------------------------------------------

1 еЧпЧ4ял^) 
о> — И  —

57бя3

Если в (11) учесть следующее приближение по k, то появится пространст­
венная дисперсия плазменных волн на фоне. Как и в (12), здесь вклад от 

/ 1 - 1 -  т/ 1 1 с \1п ( — — -----------) будет намного меньше, чем от In В . Проводя соответ-
2

ствующие вычисления, находим



f l (Е ,k) = —  i f0 Уэфф(1+ —) - ,
E g

f °(E,  k ) =  ----- — ------- ( 1 +  —  h
2Л mE*g \  2

Полная функция Грина в Е- и &-представлениях в данном приближении 
равна

/ ( £ ,  *) =  /« +  / ! = ------ ■
, , ^ э ф ф ( 1 - Ь  2/г)У -г- I —--------------

E g

V —  4  ^  Д nei 1п 8 пъ \
эфф 1 / РИ/  •  ̂ '3 т  /гИ /г

Д ля определения частот и затухания при столкновениях частиц на 
фоне получаем уравнение

Е§  +  г'уэфф (1 +  2h) =  О, £ =  1 ~ ~ ~  ^ 1 +

Отсюда
У  Я 8С001П(4ЯПГ )̂ /  40^2

Тогда согласно (1)

Y =  — “Y,

or W 2 / i _  g2 ln2 (4jt?1^ )  1 I 39fe2 j  s 4 n*(4nnr3d) 1 
° \  576я3 J m l .  216я3 J*

П оскольку есть асимптотическое no k  значение функции Грина, то 
можно вычислить тоже асимптотическое значение спектральной плот­
ности. Согласно [2]:

00

«С Л ) £ » £ *  =  —  О  (со) со- d(i>
2л0 J  Е  — со -(- ге

— 00. •

Откуда
/ ( £ ) = - ^ - / т « Л | В » д !,

JС

что для нашего случая малых k  согласно (18) дает

Т/С t.\ 20 т с it? 20 г i f °E§I ( E ,k )  — --------- I m f ( E ,  k) = --------- -I m  ■
E  E  (£ §  +  гуэфф(1 -\-2h)

20/°^уэфф (1 +  2h) е^ 2̂ эфф ( i + Y  A

£2^  +  ^эфф(Н-4/г) „m |^ £ 2 _ p 2 ^ I + J L Â  2+ v̂ ( 1 + 4 / z)£2|

Напомним, что все полученные величины справедливы при време­
нах процесса, леж ащ их в интервале тшн <  Лгр <  трел.

В заклю чение вы раж аю  благодарность акад. Н. Н. Боголюбову за 
постоянное внимание к работе.
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