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P. Л. СТРАТОНОВИЧ

О ВАЖНЕЙШИХ СООТНОШЕНИЯХ НЕЛИНЕЙНОЙ  
ТЕРМОДИНАМИКИ НЕОБРАТИМЫХ ПРОЦЕССОВ

На основе нелинейной теории необратимых процессов, ранее развитой автором, 
исследованы соотношения, которые связывают коэффициенты диффузии внутренних 
термодинамических параметров с нелинейными членами феноменологических уравне
ний для их средних значений. Теория проиллюстрирована примерами.

Введение

К ак известно, термодинамика необратимых процессов содержит 
как нефлуктуационную, так и флуктуационную части. В первой иссле
дуются внутренние связи между различными функциями ф! (Л ь ..., Лг) , ... 
..., фг (Л ь . . . ,  Лг), задаю щ ими уравнения релаксации

A j =  fpj (A1, . . . , A r), j  г (1)

внутренних термодинамических параметров А и ..., А г или, точнее гово
ря, их средних значений. О казалось, что указанны е функции при до
статочно общих предположениях не являю тся вполне независимыми, 
а связаны между собой соотношениями О нзагера [1]. П равда, эти со
отношения касаю тся только линейных членов уравнений (1) и поэтому 
являю тся гораздо более слабыми, чем аналогичные соотношения р ав 
новесной термодинамики, где все функции уравнений состояния

A i =  ■ • • >«/-) (2) 
определяю тся одной функцией (потенциалом) Г ( а 1, ..., a r) так, что

=  Попытки получить аналогичные результаты  для терм оди

намики необратимых процессов связаны с дополнительными ограниче
ниями общности, и в данной статье рассматриваться не будут.

Не вводя дополнительных ограничений, можно утверж дать, соглас
но теории {2, 3], что соотношения О нзагера являю тся лишь первыми 
соотношениями целой бесконечной последовательности соотношений. 
Из нее только эти первые соотношения — соотношения О нзагера — от
носятся к уравнениям (1), т. е. к чисто нефлуктуационной терм одина
мике, а другие затрагиваю т коэффициенты диффузии и т. п., т. е. отно
сятся к флуктуационной части термодинамики необратимых процессов.
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С казанное иллюстрирует следую щ ая схема:

Линейная теория Нелинейная теория

II I I I --------- IV

Нефлуктуационная j j : :
термодинамика ; Флуктуационная термодинамика

I — соотношения Онзагера, II — соотношения Найквиста — Владимирского,
III, IV, . . . — соотношения более высоких порядков

Из дополнительных (по отношению к онзагеровским) соотношений 
важнейш ими являю тся известные соотношения флуктуационно-диссипа- 
ционной теоремы, которые можно назвать соотношениями Н айквиста— 
Владимирского. К ак и соотношения О нзагера, они касаю тся линейных 
членов уравнений (1) и поэтому относятся к линейной  термодинамике 
необратимых процессов. Следующие соотношения затрагиваю т уж е не
линейные члены и поэтому относятся к нелинейной  термодинамике. Они 
менее изучены, и мы посвящ аем данную статью важнейш им из этих 
новых соотношений.

У казанные соотношения были получены в работе [2] методом, ве
дущим свое начало от метода Гиббса, изложенного в [4]. В более 
удобной, но в менее общей форме они были получены такж е в [3], в 
предположении, что процесс релаксации внутренних параметров яв 
ляется марковским. Вытекающ ие отсюда соотношения по форме отли
чались от соответствующих соотношений работы [2], полученных без 
предположения марковости. В настоящей статье будет показано, что 
формы соотношений работ [2] и [3] являю тся по существу эквивалент
ными. Кроме того, можно указать  квантовое обобщение соотношений, 
взяты х в форме работы [3].

В основе всех указанны х результатов леж ит только принцип обра
тимости во времени, т. е. принцип временной симметрии. Какие-либо 
другие предположения, касаю щ иеся, например, условия марковости, 
не являю тся необходимыми. При физических применениях теории, од
нако, удобно вводить предположение о марковости или какое-либо 
другое заменяю щ ее его предположение. Это предположение нужно для 
уверенного использования уравнения (1). Без этого предположения 
производные Aj  зависели бы, вообще говоря, не только от неравновес
ных средних значений A j = < 5 j > Hep внутренних параметров, но и от 
других характеристик неравновесного распределения шНер(#)- Д ля при
менения теории существенна «устойчивость» феноменологических урав
нений (1), их независимость от деталей неравновесного распределения. 
При наличии такой «устойчивости» в качестве неравновесного распре
деления можно взять

где w ( B ) — равновесное распределение, а а 1, ..., аг — внешние парам ет
ры — «дополнительные силы». Усреднение внутренних параметров с 
весом (3) дает

wa (В) =  const eaBw (В) ,
Г (3)

,[ B jeaBw (В) dB  _  дГ

J eaBw (В) dB daJ ’
(2 ')
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Г =  — In J  eaBw (В) dB.

При этом можно быть уверенным, что данные средние значения
меняются в соответствии с феноменологическими уравнениями (1).
Ф ормулы (2), (2') рассматриваю тся как  формулы замены переменных.

Соотношения взаимности различных порядков

В дополнение к обозначениям, принятым в {2, 3], будем пользовать
ся обозначениями

а. =  — Р = --------—;
1 r  kT

Щ =  К -  а  =  2, , г) (4)

РФ =  Г (а); fiij; (а, Ь) =  у (В) — а В,

JV
Р

дет иметь вид

где Ф и j —  свободная энергия. Распределение (3) (или (1) из [3]) бу- 

ид
wa (В) =  ехр [Г (а) +  а В — у (В)\,

(Г (а) =  — In j  еав-  v (я> d S ) . (5)

Средние скорости согласно (1) являю тся функциями от неравновесных 
средних

л   / о  \ ^  (а )

или от сопряженных параметров а 1, . . .  , а г, если сделать отмеченную вы
ше замену переменных. Пусть стационарным (то есть равновесным) зна
чениям внутренних параметров A j  =  A°j соответствуют значения а ? =  а!0 
(в частности может быть =  О, как в (3), (2) и (4)).
Соотношения взаимности первого порядка или соотношения О нзагера 
имеют вид

*-L  К )  =  (а0) ( э  -  kT„Ljt), (I)
dak да1

где
М а ) =  ф,-И («)).

Соотношения Н айквиста— Владимирского связываю т корреляцион
ную функцию равновесных флуктуации с производной от средней ско
рости. Запиш ем их для неквантового случая

( B j B k x ) a о { B j }а0 ( Bkx ) а0 =  1 ’ (6)
L °а Ja= a0

При т =  0, в частности,

< В & ) ,  ~  № > «. (B k)ao -  [ К ) .  (7)

В правой части среднее (BkX) a соответствует релаксации за время х от 
неравновесного распределения (5) по направлению к равновесному. Обра
зуем выражение {(В/т — B})(Bkx—■ Bk) ) ao, пользуясь стационарностью рав
новесных флуктуаций

{{Bjx Bj )  (Bkx B k) ) a 0 =  2  ( B j B k ) a 0 ( Bjx B k ) a „ ( B j B k x ) a 0,
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П одставляя сюда (6), (7), будем иметь

j Bkr — -Bfe \
.Но предел lim ( ----------- } существует и есть не что иное, как производ-

т-»0 ' Т а
ная (1). Поэтому существует предел

(8)

lim —  < ( В „ -  Вг)  В*))а, н  %№ (а„). (9)
т-»0 И

( 9)

Обозначая через — k T 0Ljk онзагеровские коэффициенты (I), из (8) получаем

Тем самым доказан  диффузионный характер флуктуаций внутрен
них параметров и найдена матрица диффузионных коэффициентов.

Ф ормулы (I), (II) (а такж е квантовое обобщение последней) и 
составляю т основное содержание линейной термодинамики необрати
мых процессов.

Аналогично предыдущему можно доказать, что семиинварианты 
более высоких порядков для приращений ABj = Bjx— Bj  имеют в кл ас
сическом случае порядок т, т. е. флуктуации внутренних параметров 
носят марковский характер. О ни-характеризую тся оператором

Среди функций (10) младш ими-являю тся уж е рассмотренные ф унк
ции Xj, Xjh, входящ ие в (1), (I) и (I I) . В [3] показано, что функции 
(10) не являю тся независимыми друг от друга, что функции с четными 

п  полностью определяю т функции нечетных порядков. В частности, 
средние скорости (1) задаю тся формулой

Основные соотношения (I ) , (II) являю тся тривиальными следствиями 
формулы (11). Они получаются дифференцированием по ак в точке 
•a =  ao.

Перейдем к соотношениям нелинейной теории. Д вукратное диф ф е
ренцирование (11) по ак, а1 в точке a  =  ao дает

(«о) =  2kT0L ik («о) (И)

00

Kii ■ • •/„ (В, а 0),

задающим кинетическое уравнение w — R w . 
Вместо функций

входящих в R,  удобно рассматривать средние
Иу-1 • • • !п (а > а о) =  (К  h . . .  in (£> а о) )а . (10)

оо

И/. (а > а о) =  — 2  с21-1 (а/г— <#) • • • («/2* — <#0 «Л • . . 121 (а > ао)> (11)

где

24 ’ ° ь 240 ’

%j,kl------  ̂ (Kjk, I “Ь ( 12)
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где обозначено

П ереставляя индексы /, k, I, получаем в дополнение к (12) соотно
шения

Решая (12), (13) как систему уравнений относительно Kjk,i, Kji.k, Kki,j* 
приходим к следующему результату:

являю щ емуся важнейшим результатом нелинейной термодинамики не
обратимых процессов. Мы видим, что нелинейные члены уравнений 
релаксации (1) определяю т непостоянство коэффициентов диффузии,, 
т. е. их зависимость от термодинамических параметров.

Из работ [2, 3] вытекает такж е большое число других соотношений. 
Важность этих соотношений уменьш ается с повышением их порядка. 
В дополнение к (III)  приведем лишь следующие соотношения более 
высокого порядка.

Трехкратное дифференцирование (11) по а/г, а 1, ат в точке а  =  а0 дает-

Сложим уравнения (14), (15) и вычтем уравнения (16), (17). Это дает

Полученные соотношения (IV) указы ваю т дальнейш ие ограниче
ния, которые наклады вает термодинамика на коэффициенты диффузии 
как функции от а 1, ..., а г или (что то ж е) от А и ..., А г. Соотношения 
(V) затрагиваю т такж е коэффициент интенсивности более высокого» 
П О р Я Д К а K j i h m -

Kk,  l j  —  —  (Kkt ,  /  +  x-jk, l ) ,

(13>
Щ,  jk  — 2 (%//, k Ч- кы , /) .

Kjk,  I —  K ( t jk K j t kl , Kk,  l j , (III>

Kj, k l m --------- ^  f a j k ,  lm  ~ b  Kjl,  km  "4 %jm, kl )  “b  %iklm-

Перестановкой индексов получаем также уравнения

(14)

(15)

(16>

Кщ, j k l ------- ( к jm, kl Kfcm, jl %lm, jk) Ч2 4
(17)

Kj k ,  1т Щт,  j k  —  ^ / , / ш  I % т , j kl '  К j , k l m  Kk,  j lm.

Если же сложить все 4 уравнения (14) — (17), то получим

Kjk, lm  K j i t km ~\~ Kkl, jm  ~1~ K jm , kl  “ I-  jl K im< jk ~

—  %jklm K j , k l m  Kk, j lm  Kl, j km  Km, jkl.

(IV)

(V>



Последующие соотношения могут вклю чать такж е и другие коэф 
фициенты интенсивности, однако мы не будем их рассматривать.

' Нетрудно понять, что соотношения (IV ), (V) определяю т производ
ные не вполне однозначно. Таким образом, без дополнительных
предположений не удается полностью выразить оператор R  через сред
ние скорости (1).

' В следующей статье мы рассмотрим пример применения указанны х 
выше соотношений и продолжим исследование соотношений ( I I I ) , ин
тересуясь возможностью их обобщения на немарковский и квантовый 
случай.
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