
сЛТк и Те 
МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА

,===.=^:^- № 4 — 1967 ш г в ц - ......—

У Д К  538.3:530.145

О. Ф. ДОРОФ ЕЕВ

К ВОПРОСУ О РАССЕЯНИИ БЫСТРЫХ ЭЛЕКТРОНОВ, 
ДВИЖУЩИХСЯ в МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Рассмотрена задача о рассеянии релятивистских электронов на сферически сим­
метричном силовом центре в однородном магнитном поле. Предполагается, что на­
чальное состояние электрона соответствует движению строго вдоль поля.

К ак известно (см., например, [1], § 28), энергия электрона, движ у­
щ егося в магнитном поле, принимает дискретные значения. Если м аг­
нитное поле направлено по оси г, энергетический спектр электрона

Е  =  ей |/ к 1 + 4 у п + Ц ,  у  =  к0 =

содержит квантованную  часть, соответствующую вращению электрона, 
причем главное квантовое число п =  0, 1, 2, ... оказы вается такж е непо- 
:редетвенно связанным с радиусом орбиты вращ ения электрона
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R  =  1^ / " Непрерывно меняю щ аяся часть энергии ( ^ з  =

— импульс вдоль поля) соответствует поступательному движению вдоль 
вектора напряженности магнитного поля.

При движении электрона по орбите с макроскопическим радиусом 
главное квантовое число достигает очень больших значений (при R =  
=  1 см и Н =  104 эрст д ~ 1 0 и ), поэтому расстояние между отдельными 

уровнями энергии становится исчезающе малым (Дп<^п)  и спектр, т а ­
ким образом, имеет квазинепрерывный характер.

Напротив, при малых значениях п, когда электрон движется по 
окруж ности малого радиуса, квантование энергии становится особо 
существенным * и может сказаться на ряде эффектов. Ранее [2] было 
выяснено, что излучение электронов, находящ ихся на низких энергети­
ческих уровнях, тем существеннее отличается от результатов класси­
ческой теории, чем меньше главное квантовое число.

* Заметим, что электрон в магнитном поле всегда имеет вращение. Д аж е при п ~  0 
такое вращение остается и происходит по окружности минимального радиуса jRmjn =

/  1 h f  Я 0 тЧъ
— I /  ------= ------- 1 /  ------, где Я0 —------г— =  1013 эрст, допускаемого соотношением

у  2у тс у  Н eQh
неопределенностей.
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В данной работе рассматривается задача о рассеянии электрона, 
движ ущ егося в магнитном поле, на сферически симметричном силовом 
центре. При этом известный интерес представляет случай рассеяния 
электронов, движущ ихся параллельно магнитному полю (см. такж е 
[3]), когда п =  0. Этот случай допускает простое и точное сравнение с 
рассеянием свободных электронов и тем самым дает возможность вы ­
яснить характер влияния магнитного поля на процесс рассеяния.

Решение поставленной задачи целесообразно проводить с учетом 
поляризации электронного спина. Действительно, поскольку магнитное 
поле, выделяя в пространстве преимущественное направление, влияет 
на поляризацию  электронного спина, рассеяние электронов с ориенти­
рованным спином в магнитном поле может иметь особенности по 
сравнению с рассеянием свободных электронов.

Борновское приближение (см. [1]) в задаче б рассеянии электрона 
на потенциале типа Ю кавы

zei ->
U  — __ _____ :__-___е~х° а1

I Г — а\

приводит к вероятности квантовых переходов электрона из состояния п, s, 
k3, t, в состояние п ' , s ',  k'v  £'

w = ~ b ( K - K ' ) \ { U ) \ \  (1)
СП2

Зд есь  квантовые числа: я  — главное, s — радиальное; k 3 — импульс
вдоль поля, £ = ± 1 — проекция спина, составляю т полный набор чисел, 
задаю щ их состояние электрона. М атричный элемент

<г/> =  Jty '+fA H 3* (2)
долж ен быть найден с помощью волновых функций электрона, подчи­
няющихся уравнению Д ирака. Решение уравнения Д ирака для элек­
трона, движущ егося в однородном и постоянном магнитном поле с уче­
том двух возможных определений состояния поляризации электронного 
спина (продольной поляризации — по отношению к направлению  м аг­
нитного поля и поляризации спина по отношению к направлению  м аг­
нитного поля), можно найти в ряде работ (см., например, [4]), поэтому 
нет необходимости приводить его здесь.

Рассм атривая рассеяние электронов, движущ ихся параллельно 
магнитному полю, нужно выбрать начальное состояние с п = 0, s =  0. 
При этом орбитальное магнитное число l = n—s такж е равно нулю (см. 
14]). П редставляя рассеивающий потенциал в виде ряда Фурье

U = ------- --- d ^ d n

(постоянный вектор а задает  положение рассеиваю щего центра), не­
трудно получить выражение для матричного элемента (2) в виде

< и } =  (с2+с2 +  с;+с4) J,

где Ci — спиновые коэффициенты, вид которых зависит от выбора по­
ляризации  спина, а интеграл /  после довольно несложного интегриро­
вания приводится к виду

2 2 ° °

J  =  —  е'в’(*>-*з)е-«'Ф' Г / 0„, (Х) / 05, (*) j v (2а V y c ) .
L J  х  - f  - с

91



Здесь а, ср' и а3— цилиндрические координаты рассеивающего центра с — 
х 0 (*я — *з)2= ------------------ а / г и / тп — соответственно функция Бесселя и функция

4у
Лагерра (более подробно см. [1]).

Заметим далее, что вероятность рассеяния зависит от билинейной ве­
личины

^ - f - T - / o » - W V W ^ ( 2 a V ' ^ ) x
L2 J  x  -j- с 

о

X
оо

Г / 0п, (^) / 0s, (t/) / е, ( 2 a V у У).
.) У +С

(ЗУ

Рассм атривая процесс однократного рассеяния на некоторой совокуп­
ности силовых центров, распределенных в пространстве в простейшем 
случае равномерно с плотностью п0 (см. такж е [5]), проинтегрируем 
вероятность рассеяния (1) по координатам рассеиваю щего центра

w
L/2 2п оо

=  п0 j* das j* йц>' j* ada
- L / 2  О О

Учитывая значение интеграла

j" Je~e' (а V х )  Je-e- ( a V x ' )  ada =  26 ( х — х' ),

получим для билинейной комбинации (3) выражение

JJ*
z2et

Ly
dx

{х +  с?
" 10,и' {х) Ôs' (х) ,

при этом вероятность рассеяния равна
—  2 j t
ш =  ~ Ь ( К —  К )  (4 +  сг +  c ^ c t y  J J * .

сЪ.2

Спиновые коэффициенты имеют вид

{c+c2+ c + c j * =

1 + К '
k0k'

К2
для поляризации вдоль поля

feo \  /  ~  ko
H - t '  ,

k2Ro
(1 +  £ П + - ^ ( 1 - С Пк 2

для продольной поляризации.

Значения £ =  ±  1 характеризуют проекцию спина на направление внешне­
го магнитного поля (по полю и против поля соответственно), а £ =  ±  1 — 
проекцию спина на направление движения электрона (по движению и про­

тив движения соответственно), /С2— k\, причем в начальном сос­

тоянии k  =  k  =  ~V /С2— k20.
Рассмотрим более подробно случай поляризации спина электрона вдоль 

магнитного поля. Д ля вероятности получим выражение
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w\
2Ly

( 4)

где

РП' =  b ( k \ - k z * - 4 y u ' )  ( l - Z ' A - ) x

X
1 +  _ М з _ +  k0k'

K2 К2 I dx
(x  +  c)2

Io,n' {x) /о,s' (*).' ( 5)

•Суммирование по конечному главному квантовому числу tir легче всего 
мож но провести, если представить 6-функцию в (5) в виде интеграла 
■Фурье. Тогда суммирование производится элементарно, в результате 
чего получаем

оо

2п'=О
Рп’ =  4у 1 +

Я2

0,s'

Я2
1 - £ '  —  ) X ft'

X

1,2 t,'2

4у

[х2 +  2*а(Л, — /е3)]2

Д а л е е  учтем, что сумму по можно заменить интегралом (спектр не­
прерывен) и поскольку

вероятность рассеяния равна

W =

X

Т - /1|0 0
(1 — С) Ы б 'Л  1 — С '—  X

ch2 16у3 J  V V  >
-ki

К2 /С2

/ 2'Os'
fej- * 3

4у

7-'о  Н“ (Й3-----feg)
4у

Полагая далее =  Л, ^  =  &3cos 0, получим

2л _ а - а  Г
ch2 2 1

sin 0d0

- С
, k0 2 +  cos 0 (1 — cos I

•j/” 1 — X2 cos20

2feg -j- (1 -f cos0)

~  X2 ~

/  £2 sin2 0
/ 2Os' 4y

[ % 2 + 2 ^ ( 1 - c o s 0 )]2
(6)

Рассмотрим преж де всего спиновые эффекты в дифференциальной 
вероятности рассеяния. Реш аю щ им отличием от случая свободного
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движения является возможность движения только таких электронов, 
у которых в начальный момент времени (до рассеяния) спин был 
ориентирован против магнитного поля (£ =  — 1). Д алее найдем отно­
шение вероятности рассеяния, сопровождаю щ егося изменением ориен­
тации спина к вероятности рассеяния с сохранением ориентации
спина м /^, т. е.

„Н
П

w&' = 1)
w (£' =  — 1)

2 ( 1 — Р2)+ Р 2(1 +  cos 6)—[2 +  Р2 cos 0 (1 — ccs 0)
/ l - Р 2

у/~ 1 — Р2 cos2 0

2 (1 — P)2-j~P2(l -f- cos 0) т-[2 -f- Р2 cos 0 (1 — cos / 1 - Р 2
/ Т Р2 cos2 0

Отсюда следует, что при рассеянии на угол 0 =  0 и 0 =  я  (рассеяние 
вперед и н азад  соответственно) спин электрона сохраняет свою ориен­
тацию и направлен против вектора напряженности магнитного поля. 
Величина отношения г] в нерелятивистском случае исчезающе м ала
( ~ Р 4)

Г]р_,0 =  Р4 s in 2 0 (1 +  COS0)2,
16

а в ультрарелятивистском приближении (1— (32< 1 )  отношение г| до-
л ястигает максимума при 0 =  — , стремясь к единице:

тур.*! =  1 — 4 у 1 — р2 -»  1.
Д ля случая продольной поляризации электронного спина вы раж е­

ние, аналогичное (6), принимает вид
КW =

z2efan0Kk3
ch2

sin 0d0

1 - С

l -  V -C O S 0
/2Os

( i - c n X

sin2 0

[*2 +  2*a(l -cos0)]2
Из этой формулы вновь следует, что спин электрона до рассеяния всегда
ориентирован против направления движения электрона, так как £ —- — =

\ h \

— — 1 Отношение
~  fc, 0

1W*- «ПГ]
k2к0

sin2

1 - 5

'v0
К2

не отличается от случая рассеяния свободных электронов (см. [1, 6]).
Наконец, сравним дифференциальную  вероятность рассеяния со 

случаем кулоновского рассеяния свободных электронов. К ак уж е упо­
миналось, такое сравнение выглядит особенно просто. П олагая хо—̂ 0 
и производя^ суммирование по конечным спиновым состояниям, полу-



Это выражение совпадает с формулой для рассеяния свободных ч ас­
тиц, отличаясь от последнего только «радиальным» множителем j 2^  
(см. [1]). Н а это обстоятельство обратил внимание Танненвальд [3]у 
рассмотревш ий рассеяние нерелятивистских электронов методом тео­
рии Ш редингера. В частном случай переходов для круговых орбит, 
т. е. при s /==0, автор [3] получил

llo(x) =  e - \  (8)

откуда им был сделан вывод о том, что обрываю щ ая экспонента мож ет 
существенно сказаться на максимальной величине передаваемого им­
пульса. Действительно, как это следует из (7) и (8), вероятность рас-

k2
сеяния резко убывает п р и  — s in2 0 —̂-1  П олагая sin 0 ~ 1 ,  для макси-

4у
мального передаваемого импульса Танненвальд получил оценку

ЪтО,
Рзтах >

Рз
где

ра =  ы 3, =
тс

Р ассм атривая всевозможные конечные состояния, мы должны просум­
мировать (7) по радиальному числу s'. Тогда, поскольку

£ 4 ' , о « = 1 ,
S '

(см. [1]), находим, что полное изменение импульса при рассеянии не 
будет отличаться от случая рассеяния свободных частиц. Эта ситуация 

. несколько напоминает дискуссию по поводу квантовых поправок к ин­
тенсивности синхротронного излучения [7, 8], когда П арзен [8], учиты­
вая только переходы между круговыми орбитами (s ' =  0), пришел к 
ошибочному выводу об уменьшении интенсивности излучения по экспо­
ненциальному закону.

В ы раж аю  признательность проф. И. М. Тернову за  полезную дис­
куссию.
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