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НГУЕН ТАНГ

ИЕ ТЕОРЕМЫ О СРЕДНИХ СТАТИСТИЧЕСКОЙ 
ИКИ В КВАЗИКЛАССИЧЕСКОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

Общие т|ео;эемы о средних статистической механики исследованы в квазиклас- 
сическом приближении. Найдены квантовые поправки для обобщенной теоремы о ви
риале и теоремы о равномерном распределении, а такж е для общих теорем Гиббса 
о произведениях произвольных физических величин и производных от Гамильтониана.

В классической теории Гиббса многие практически важные средние 
могут быть легко вычислены при помощи обобщенной теории о вириа
ле и о равномерном распределении [1]

Эти соотно пения позволяют выражать более высокие моменты через
более низкие.

В част 
о вириале 
энергии по

xk =  qk или

F ( x )
дН

дхь

dF

dxk

ном случае это соотношение сводится к известной теореме 
и к теореме о равномерном распределении кинетической 
степеням свободы. Действительно, полагая

p k, имеем

F ( x )
дН dF

dqk ’
F(x)

дН

dPk
dF

дрк (1)

Qk
д Н

da,k
0 (теорема о вириале)

г) м
р  =  0 (теорема о равномерном распределении)

Практически важно получить обобщение этих теорем на случай кван
товых систем.

Вычислим соответствующее (1) выражение для квантовой системы

сц диКВ

(2)
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' Черта сверху означает усреднение по квантовому ансамблю Гиббса., 
По определению статистического квантового среднего имеем

дикв

диs P I f
dqk

т

dQk Spe - m (3 )

Ограничимся рассмотрением квазиклассического приближения. Со
гласно [2] в квазиклассическом приближении с точностью до Я2 стати
стическая сумма равна

Z  =  S p e ~ &  =  (1 +  Ь2 х 2) j '  e ~ m p ,q )  d T , 

n2
Pi t iгде E ( p , q )  — \  ------- - f  U  — энергия системы и

2m,■

P3 у  1 f~ d L
24 mi \  dqi

(4 )

Штрих у знака интеграла (4) означает интегрирование лишь по тем 
областям фазового пространства, которые соответствуют физически 
различным состояниям системы.

Аналогично, как показано в [2], получим

S p ( F  ди
\  dqk !Н '

е - р н  =  A d r > (5 )

где

или

где

А  =  е ;h
dqk

- 0  p ifr

— dl l  
A  =  e F ^ ~ (6)

/  =  e  in  “ ‘ g—Рн  e г’̂

Для простоты вычисления предполагаем, что оператор F  имеет вид

^  =  /х(Я) +  (7)
И пусть f x (pj) и / 2 (^) можно разложить в ряд. Итак

/г

Функция -F(x), соответствующая оператору F, равна

f  (*) =  £ ( а « Р / + 6 «<7/)-
ГС

ВМУ, физика, астрономия, № 5

(8)
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Подставляя (8) в (6) и оператор импульса р.-. =  t.fc------ , получаем
г dqi

A l F - f - I + V a *  Y c Z ( - m ) ™ Pr m — ( - ^ - 1
^  dq"1 \  dqk

Согласно

где

т= 1

имеем

/  =  (1 - l  Ьхх h 2x 2) ,

(9)

(10)

х i =

Далее положим

Подставляя
получим

i I

1 94J

_ £ l _
Y m-i d q i J  6  Z - 1  m ;- m z d q t <3<?/

г i

p3 y i  1 /  dU V _____Ё!_ V
6 2 j  n t i  \  d q i )  4  2mA mi dqf

A  =  (Л0 +  ЬA t  +  Ь М 2 +  . . . )  ег*Е<Р'П. (И )

A x == Fa^

Л, =  Рл,

(1.1) и (10) в (9), отделяя члены с различными степенями h

д и
л  — г  -

dU

dqu

'A = F
d<7ft

d*U

dqt dqk
№

dU

dqk

ХЛ  /  n - \  d4J , n
‘ 2 > ч р' x ' i ^ + P i

n-1  J U _  dU 
dqf

п—i dU dxx

)•

dqk dqf

Pn 1 PjXt
dU dU

dqk dqj

n (n — 1)

X —  Pi

Из (3), (4),

n -  2 d»U

dq) dqk

о „ « - 2  d * t/ <?£/ , 2 <?(/ d * i/  ,
РР/ ”  ~  \ P Pi  ̂̂  \

dqj dqk dqj

Ы
ti—2 dU d2U a 2 я - 2  d U

---------------------—  IT Pj ---------
dqj dqjdqk , dqk

1 dqk gq2

(5) и (11) получаем

где средними по классическому распределению Гиббса являются средние
величины в 1 равои части.

Используя (1), получим выражения:

dUKB А0 -}- ЬАХ +  Ш о

dqk 1 -j- fl2%2

dF



4  = ■И ]
d*UdF

dpi dqi dqk ’

— P2A —
2 1 2 x -

dF dU dU

24
(32/? d i/ (9(7 dU

dpi dpi dqt

mi dqi dqi dqk

У -mdqi
i L
24

dF / d // \2
m  dqk \  dqt

Таким образом, пренебрегая членами со степенью выше Ь2, получаем
ib.

~ 2 ~F
dUKB dF dF dHJ
dqk dqk

+
ft*

1202 У , -
dF dU dU fr2

Щ dqi dq,

+ I H

2402

dpi dqt .

Wf

+

dU dU dU
dpt dpi dqt dqi dqk

dF
dqk

(_ d L ^ \*  _  V — _  dF (  dU  Y
I dqt ) mi dqk \  dqt )  _

+

(12)

Уравнение (12) применяется для произвольного оператора 'F, имеюще
го вид (7). Если Я-Ю, получаем классическое выражение (2). Из (12) 
видно, что квантовая поправка к классическому значению убывает с 
увеличением массы частицы и с возрастанием температуры. Если опе
ратор F  зависит только от координат, получим

ft2dUKB
dqt

dF
dqk 2402 

dF Г dU \ 2

mi . dqk

/  dU 

\  dqt

2 dF a t/ dU
dqi dqt dqk

V 1 dF ( w  Y
dqk

В том случае, когда F  — q k, получаем теорему о вириале

fa  1д и кв
dqk

du
1202 mk  ̂ dqk O ’ - 'э ф ф ' (13)

При квантовой системе вириал равен эффективной температуре 0Эфф. 
Уравнение (13) может быть написано в общем виде

dU ГУ С .

Чк =  +
Й2 1 dU dU

dqi ""М 1 1202 щ  dqk dqi

В том случае, если F  =  p k , из (12) получим

th-  dUm  _  _ ™ _( д и  V
20 \~ d % ~ )  ’

Если оператор F  имеет вид (8), то, как показано выше, найдем другое 
выражение:

д и  ркв _  р  du™
" л Г п а п Pi

Й=1 cW
dqj dqk
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Таким образом  
ношение

из полученных формул найдем перестановочное соот-

Аналогично, ка 

=  0р
Щ

к уже показано выше, найдем выражения 

Ф/г

Средними по к 
величины в пра 
произвольного

Pk
dU d U  ~

dqk Pk
m

d W

d4

Pk
m k

гЬ dF  , fi2 l Y dF dU dU
2m k dqk 1202 m k — 1

i
dp i dqi dqk

Y d 3F dU dU
—

240 Z j d p
il

dpidpk dqi dqi 9

=  F
KB

Pk
m k - t h j ]

n bn

mk

(14)

(15)

ла'ссическо'му распределению Гиббса являются средние 
вой части (14). Выражения (14) и (15) применяются для 
оператора F,  имеющего вид (12). Как и в (12), кванто

вая поправка к классическому значению в (14) тоже убывает с увели- 
частиц и с возрастанием температуры. Если оператор Fчением массы

является функцией только оператора импульса р , получим выражение

В частном слу^

Для кинетичес 
ченные Вигнер

КВ dF

’ =  0 dPk +
1 dF д U dU

12 0 2  mk dpi dqi dqk

+
249

d3F dU dU
dpi dpi dpk dqt dqt

ae F  =  p.

Pi
Pk

mu
^ i k  + 1202

1 dU dU
mk dqi dqk

(16)

кой энергии системы из (16) найдем выражения, полу- 
ом [4]. Кромё того, получаем

"~2 т.
Pk (2 п  —  

(2п)! (2ft — 2)

1 ) ! ! К 0 ) « - 1 т й0 Эфф +

Следствием (

( m kQ) П - 2 m feh2 fJ[L

Для проверки 
ления среднег 
ческого осцид

(2ft)!! '  “ ' 240 v  dqk

5) является перестановочное соотношение

М /е  —  QkPk =  — Л .

соотношений (13) и (16) воспользуемся ими для вычис- 
о статистического значения энергии квантового гармони- 
лятора. Гамильтониан осциллятора равен



откуда получаем

+
fi2®2
120

С другой стороны, это выражение можем получить разложением точ- 
„ , ■ ha> ^ной формулы энергии осциллятора в ряд по степеням -—  и выбра-

0
сыванием членов со степенью выше Я2. Вычислим среднее значение вели
чины по квантовому каноническому ансамблю.

Предположим, что оператор F  имеет вид (7). Как и: показано вы
ше, найдем .выражение с точностью до члена со степенью Я2

—  КВ

F  — F
h2

2402 - Е -а

П  1

d*F dU dV

dpi dpi dqt dqi

mi
d4J_

d q \

1 dF dU

m t dqi d q i

дЧ ) 1

d q j \
(17)

Средними по классическому ансамблю Гиббса являются средние вели
чины в правой части (17). Если F  зависит только от координат, то по
лучим

F
й2

2402

—  FЛшш т !
дЩ

1 dF dU
mi dqi dqi

V 1 F
¥ u (18)

Когда F — U,  получаем выражение потенциальной энергии [4]. В част
ном случае F  =  q k

-КВ —
и  = q k

h2 i dU V I I д/HJ , V I  1 -  дЮ  \
/  | я 2 /  1 я 2 \т { dqt i-J  m t d q f j2402 \  mk dqk

так как F  — произвольный оператор, поэтому из (15) получим

+ £FQ  =  F Q  +
h2

2402
1 Q dF д и

mi dqi dqi

,2 + S -

\ _ p  dQ dU

dqi dqi

—  F Q  дЩ
dq- mi dqf

где Q  — обобщенная координата, зависящая только от координат.
Таким образом, корреляция величин F, и Q  в квантовой системе в 

квазиклассическом приближении равна

( F - F ) ( Q - Q )  =  (F —  F ) ( Q ~ Q )
ti2

2402 [ У -m
dF dU 

Щ dqi dqt
(Q — Q) +
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+ 2 -

Частным случаем формулы (19) является выражение для среднего
квадратичного уклонения

(Q — QY

Так, для квант 
(20), найдем

Согласно [3], д /

Известно, 
вому каноничес:

dQ д и  
dqi dqt

(F — F) У  д‘Ч  ( F - F ) ( Q - Q )  +

Щ dqj

m-i d q j

F ( Q - Q ) ] . (19)

== (Q — Q)2 4- 2402 [S-
1 d4J

(Q-Q)2+ £

m  dqt dqi 

1 94J ( Q- QY (20)
4 J  ггц d q j  J_J m t- d q f

i

DiBoro гармонического осциллятора, используя формулу

0 , hs^2КВ =  _ ^ _ + ---------
mw2 12 mQ

я квантового гармонического осциллятора, получаем

(21)

—2 fiq2 = — 1
+

1

Разложив это выражение по степеням 

пенью выше Я2,

bw

hw

0
вы оросив члены со сте-

тоже получим (21).
С помощью классического распределения Гиббса можно найти вы

ражение для флуктуации энергии при квантовой канонической системе.
то среднее значение произвольной величины по кванто- 

:кому распределению равно

F —SpFe
■ф—я

(22)

где г|) — свобод 
пользуя соотношение

ная энергия; системы. Дифференцируя (22) по 0 и ис-

получаем перву

Таким образом 
системе совпал 

Используя

( F — t )

70

с>гр

"ae- ’
Я  =  "ф -

ю лемму Гиббса квантовой канонической системы

( F - F H H - H )  =— 02. dF
dd

(23)

:зид выражения цервой леммы Гиббса при квантовой 
ает с видом этой леммы при классической системе [1]. 
формулы (17), (23). получаем

( Я - Я )  = dF d2F dU dU
dQ 120 L j  dpi dpi dqi dqt 

il
+
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