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И.ЯНИЕ МАГНИТНОГО ПОЛЯ НА РАЗВИТИЕ  
ОРОВСКОЙ НЕУСТОЙЧИВОСТИ СЖИМАЕМЫХ 

ПРОВОДЯЩИХ ЖИДКОСТЕЙ

■£я влияние магнитного поля на развитие гравитационной неустойчиво- 
здела двух сжимаемых идеально проводящих жидкостей. Полученное 
кое уравнение позволяет определить зависимость роста амплитуды воз- 
ионарной задачи от физических параметров среды. Показано, что маг- 
азывает стабилизирующее влияние, т. е. рост возмущений происходит 
ее, чем при отсутствии магнитного поля.

:равниваются с результатами Чандрасекхара [lj и Талвара [2].

<§ 1. Постановка задачи

состоящая из двух идеально проводящих сжимаемых 
;с:конечной протяженности с распределением плотностей

Pi =  Pi (z), 2 > 0; р2 =  р2 (г), 2' <  0,

находится в поле тяжести, ускорение которого постоянно в пространстве 
и времени и направлено вниз по вертикали g z ~ —g.

На систему наложено однородное магнитное поле вдоль оси Ол 
Задача решается в следующих приближениях.

Начальное состояние обоих сред считаем изэнтропическим

Pi  =  Р 01 Pi (2)
Pol

Ра =  Рог( — '—  
?02

(1)

где р ,  р, п  -4  давления, плотности и показатели изэнтропы для первой 
(тяжелой) и второй (легкой) сред.

Идеально проводящая плазма электрически нейтральна.
Токами смещения в плазме полностью пренебрегаем.
Плазма не вязка и не теплопроводна.
В силу независимости исходных величин задачи от координаты х  

зависимость возмущенных величин в направлении О х  предполагается 
экспоненциальной, т. е. д /д х ~ ~ к .

Не ограничивая общности рассуждений, магнитную проницаемость 
каждой среды полагаем равной единице, а все интересующие нас вели­
чины будем считать не зависящими от координат у ,  т. е. полагать
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д / д у  =  0. Уравнения магнитной гидродинамики, записанные через ско­
рость среды и, плотность р и магнитное поле Н ,  с учетом изэнтропич- 
ности процессов

d p  =  с 2 d p

имеют вид

р -------j- р (иу) и  +  с2 grad р ---------------------------- rot Н • Н  —  р^ =  0, (2)
5/ • 4л:

—— +  pdivM +  «gradр =  0, d iv Н  =  0,

д н у -*
—  — rot [иЯ] =  0.

dt

Сформулируем граничные условия. На границе раздела давление 
и нормальные составляющие магнитного поля должны быть равны, а 
нормальные составляющие скорости частиц среды должны быть равны 
нормальной скорости перемещения элемента границы.

Положим, что в .системе возникли возмущения. Считая возмущения
физических величин и', р', h,  входящих в уравнения (2), малыми по 
сравнению с их невозмущенными значениями в статическом случае, 
когда система покоится, получим

с2 ~ Г  +  g p  =  ° -dz

Линеаризируем систему исходных уравнений. После линеаризации 
система уравнений (2) возмущенного движения имеет вид

dt

р -ЁИ— j-c2gradp'------ — rot/гЯ — p ' g =  0,
dt 4л

-j- р div и' +  и'  grad р =  0, р =  р0 ехр |  d z  

dh

(3)

rot [и'Н] — 0, div h  — 0.
dt

Здесь p — распределение плотности, р0 — значение плотности на 
границе раздела.

В ы в о д  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  п р и  н а л и ч и и  в о з м у ­
щ е н и я .  Если функция а ( х ,  t )  есть смещение границы раздела вдоль 
оси O z ,  то в линейном приближении величина d a / d t  характеризует нор­
мальные составляющие граничной скорости частиц в тяжелой и легкой 
средах, т. е.

da , da 
------=  и . ,  -------
■ dt dt=  Kv  =  Kv z =  °- (4)

Учитывая изэнтропичность процессов, имеем взаимно однозначную 
связь между давлением и плотностью. Граничное условие для давления 
имеет вид

н ^
-г 1- +  Pi  [pi (*. a,  t] =  ~ ~  - f  р2 [р2 (*, a,  t ] . (5)

оЯ оя
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Линейно 

(5) по степе

т
i эазложение величин р  и -----, входящих в выражение

8 л:
1 ям амплитуды, позволяет записать. (5) в виде 

(Po i —  Рог) а  0  +  с ш Р! (х > °> 0  +  hxi (х > О  =

где h x — воз»  
По сколы 

магнитного п 
образом, ими 
ния системы 
их граничным

у:дение магнитного поля.
у нормальные составляющие возмущенного значения 

:оля h z 1 и h z2 входят в граничные условия квадратичным 
пренебрегаем. Итак, задача свелась к нахождению реше- 

уравнений (3) .возмущенного движения в обоих средах с 
и условиями (4) и (6). iC учетом приближений будем счи­

тать, что возмущения исче!зают при \ z \  =  z 0 =

Запишем 
учитывать, чт 

лучим
ди 

Р —̂  
dt

§ 2 . Решение задачи

систему уравнений (3) в компонентах, при этом будем
о --------- i k ,  =  0; и'  запишем без штриха. Тогда по­

йл:-------------ду

Зависимо 
тать экспонен 

С учетом

где через v a с 
ны [1]
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=  С02Р02 (* ’ 0 ’ 0
н
4л

hxi (х,  0, t ) , (6)

(« — l ) g

+  i k e 2р' =  0, +  ikpux +  р uz =  0,
dt dz dz

dt

P —
dll?
dt

4 л

dh

0 ,
dh
- У - — i k H u u =  0. 
dt y

ikh.z )  +  C2 +  >g  
4 л  \  dz V  dz У 6

dhz
dt

— i k f l u . o, J h * .  +  н  
dt

d ? \
dz

duz
dz

0 ,

(7)

(7')
=  0 .

:ть возмущенных значений и, р', h  от времени можем счи- 
диальной.
последнего замечания из системы (7) следует 

( a 2 - \ - k 2vl )  иу =  О, 

бозначена скорость распространения альфвеновской вол-

■Я =  v l  exp Г С2
d z , (8)

V.2 _ Н 2
4 яр 0

Из системы у|)а:знений (7) непосредственно следует'
ike2 f  duz 

©24 - k2c2 \  dz
=

g  У
------------ Г  U Z  1сг j



Система уравнений '(7') позволяет получить уравнение для компо­
нента скорости вдоль оси O z \

(;V\ +  С2)
д2иг 
dz2

ди , g  дс2

а2
+  i k e 2 <Э«х

( * Ч 2 + Ш 3 _ _  

: — ikgUx =  0 .

При этом было учтено, что 
д2р

аг2 с2 V а?

Заметим, что зависимость с2 (г) и v 2 (z) определяется из статиче­
ского случая:

• 1 ;
с2 =  с2 [1 +  (1 — ri) a k z ] ,  v \  =  v 2 [1 -j- (1 — п) a k z ]  !~л 

Введем обозначения

а  = 8 —  —  002 
kcl а н  k v \ ' & kg

(9 )

(10)

и новые переменные

U  (£) =  иг (z ) ,  I  =  1 +  (1 —  n ) a k z . (И)

Подставляя значение их в уравнение для uz в новых переменных 
получаем

( 1 —  n ) 2a 2 ( 'e  +  - L M J _ / ' 8 +  _ M g i - «  +  J - l
\  a  J  _ан  \  a  /  a

U "  —

(1 — п) a e2 - - V + ( l - n )  — ;
a 2 a

U’ +

i_
i- п

+  8 t /  =  0. (12)

Таким образом, решение задачи будет получено, если : определим 
скорость U  ( |)  возмущенного движения в направлении O z  в каждой 
среде. Аналитическое решение его можно получить лишь для опреде­
ленных предельных случаев. Прежде чем их исследовать, получим ха­
рактеристическое уравнение. Величины a ( x , t ) ,  h x ( x , l , t ) ,  p ' ( x , l , t )  вы­
ражаются через скорость V  (£). Производя необходимые преобразова­
ния, для каждой среды на границе раздела имеем 2  =  0, ^ = 1 ,  2̂ = 1 - 
Первая среда (тяжелая плазма)

1) .со

Pol®

. _  Н д и ^ Ы
пх1 ~

0)2 -)- £2^  | с lM £i)

со dz

dUi (Si) 
dz
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Вторая среда (легкая плазма)

а  =  —  и&{Ъ*),(О

Р2
р02®

Решение 
писать в виД'

еле неооходи 

«21
а 2е

k

0)2-J- k 4
02

^ 2  ( У

я  Э£/* (I,)
to dz

do ,  a , )

02 <Jz

основного уравнения (12) для каждой среды можно за-

£/, ( у  =  (El). £/„ ( У  =  А 4 Л '  (У

Из граничных условий следует характеристическое уравнение. По- 
мых преобразований в новых обозначениях получаем

г  “Ь  М-
с^е 1 _ + J _ Y  

1 * т А и % Ч Ы

( Ы

Р а з в и т и е  к о р о т к о в о л н о в ы х  в о з м у щ е н и й .  Под этим
термином по 

рых мала по

де , 1 Д /  1

V - + T -  ^ 7  A  U ^ i h )

Щ 'Ч г  1)
dz

)  =  О, JX =
/Б.==1

С*2

Pol

Р02

Ь = 1

(13)

нимаются такие возмущения границы, длина волны, кото- 

сравнению с характерной длиной L0 — —!- , в пределах

которой скорость звука существенно не меняется. Аналогично вводим

второй параметр L

альфвеновской волны постоянна. 
Итак:

длину, в пределах которой скорость

(12) малыми

Физически этот предельный случай соответствует распространению 
волн в слабо сжимаемых средах, где а и ан характеризуют величину 
газодинамической и магнитной сжимаемостей проводящей жидкости. 
Считая члены, содержащие величины а2 и в основном уравнении 

], :в линейном приближении получаем
2 - л

ае

Удобно прав 

U  ( £ ) '  =  У  ( I ) «

( n - l ) S -  

U  =  0 .
d£, {п — 1)2а 2 

сти это уравнение к нормальному виду [6]:

2 а н2—я

— Н Е“ { 1 +
ае ( а —  1)| —  .

а
d l

Уравнение для г/(£) в приближении второго порядка малости 
имеет вид



' < £у (£) =  А х ехр----- -------- 1- А 2 ехр

В первом приближении получаем решение

(п —  1) а

Из условия у  (0) =  0 получаем А 2 =  — А г

1

(п — 1) а

1 а я
Ои ™U ( l )  =  Ae  2п а « - 1 sh (rt — 1) а

. Решение на границе раздела и первая производная имеют вид

(14)

l&i=i =  е  2ni ai sh
1 а я  1

1 dU^ (Si)
dz ib= i

=  —  k

' Л '  ( У  K,_| “  e 2"> “■ sh

2nx J

l а я 2

зг/Р (У
- =  k 1 - ( J - ^ )  „ 1ОЯ2

12=1 2 п2 J

(«2 — l ) a 2

dz

Характеристическое уравнение для случая коротких волн может 
быть разрешено относительно искомой е. В нулевом приближении, ког­
да пренебрегаем членами, содержащими а и ан ,  получаем: результат 
Талвара

ио) Рог Рог 

Рог +  Рог
k -

№

2 лg  (poi +  Рог)
(15)

При Н ф 0 при больших k ,  второй член будет преобладать незави­
симо от соотношения плотностей и скоростей звука, т. е. волны малой 
длины начиная с (k > k H ) (критического значения k ) будут устойчивы. 
Это естественно, так ка.к такие волны сильно искривляют силовые ли­
нии и вследствие вмороженности магнитного поля встречают большое 
противодействие. Неустойчивость наступает при длинах волн, для ко­
торых k < {k H, где k H — критическое равно

2л (p0i р02) g
h r

№

С другой стороны, о)2 =  0 при k  — О, т. е. неустойчивость исчезает. 
Поэтому между k H  и 0 должен быть максимум неустойчивости. Д иф ­
ференцирование (15) показывает, что максимум имеет место при 

чн
km. '

величиной

причем скорость роста возмущения при этом определяется

<°Чкт) -- -Ри— ‘ kmg.
Poi " г  Рог

(16)

Первое приближение позволяет определить поправку к значению е(0):

е(1> = е(°) ' 

(Iх +  1) {<[га! +  а,) е<°> +  (аз — H^i) —
По —  1

« я .  -f-
«1

-а я г }•

(17)
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ив

Р а с п 
маем возму 
масштаба 
т. е. а >  1, 

Введем 
ния (12) по 
нение длинА

о с т р а н е н и е  д л и н н ы х  в о л н .  Под длинными пони- 
щения, длина волны которых заметно больше характерного 
менения скорости звука и скорости альфвеновской волны,

«д >  1 .
величины Р =Ц  а ,  $ н  =  1 |а # . Разложение членов уравне- 
сгепеням (3, в линейном приближении определяет урав- 

ых волн:
п - 2  

Е И— 1

где

Уравнеф 
показатель 
следование 
но, но. пред 
данной ста;т 
в частном 

Имеем

ие (18) сравнительно просто решается для случая, когда 
изэнтропы замагниченной плазмы равен двум. Общее ис- 
и построение решения этого уравнения безусловно интерес- 
тавляет значительные трудности и выходит за рамки 

ьи. Проанализируем развитие длинноволновых возмущений 
случае, когда п  =  2.

Заменой 
нию с л о сто 
вается в вид

Выраж;е 
раздела перв

Щ У {

U p

Подстав|, 
В нулевом 
В линейном

+  ^ 2)
d*U

Ф
+

оп —  1)

dLI_

d i ( п -  1)
■U =  О,

Р/
(18)

(1 +  х£2) U" +  х££/' —  7 d J =  0.

переменных это уравнение может быть сведено к уравне- 
янными коэффициентами [3]. Решение уравнения записы- 
е

U { 1 )  =  A V k I ,  0 < g <  1.

ния для скоростей и их первые производные, на границе 
ой и второй среди имеют вид

d U ^ i h )

(S ; . )  l l e = l  =

dz

W V  ( У

Pi

dz .8 = 1

(1 n2) к

P«

ля:ем эти выражения в характеристическое уравнение (13). 
приближении, пренебрегая величинами р, получим е(°> =  0. 

приближении поправка е(1) равна

« ( ' ) =■ 02 (19)
( « ! — l)(H +  X2V) +  (rt2 — 1 ) ( 1 + Х 2) ' Cqj

О п р е д е л е н и е  ч а с т о т  с о б с т в е н н ы х  к о л е б а н и й .  П о­
ложим, что ллотность второй среды очень велика, так что 1. Из вы­
ражения (lii) и (17) определим значения собственных частот колеба-

(jj'2
ний. Как известно, е =  е(0) +  е(1) =  ----- , где to ==ш

k g
свободных колебаний слоя плазмы толщиной

с2
Г __ С01

„  •

значение частоты
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Тогда получим
1

(o' 2 =  [ kg  +  2 ц  ( H i ) 2] 1 — 2 [ — Y
Ч С02 /

П21

Положим также, что скорость звука во второй среде вёлика, тогда 
имеем • !

м 2 =  [ kg  +  2fi (box)2] ( 1 ---° f -

Назовем такие к о л е б а н и я  магнито-гравитационными. В предельном 
случае слабого магнитного поля имеем гравитационно-магнитные коле­
бания:

со' =  ±  Y k g ( л  +  р  k )  •
V 4ngp0l /

В обратном предельном случае получаем альфвеновскую волну в хо­
лодной плазме со' =  ±  j/2 |i& yril.

В заключение выражаю благодарность Б. А. Тверскому за полез­
ную дискуссию.
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