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Б. ЧАКРАБОРТИ

Н Е Л И Н Е Й Н Ы Е  ЭФ Ф ЕКТЫ  ПРИ  РА С П РО С Т РА Н Е Н И И  ВОЛН 
В П Л А ЗМ Е С УЧЕТОМ  ГРА Н И Ц

Разработана теория решений уравнений Власова для нелинейных эффектов на 
плоской границе раздела вакуум-плазма для поперечных волн.

Введение

Статистическая плазм а обладает нелинейными свойствами. В рабо­
те [3] изучаются некоторые из них для неограниченной плазмы в рам ­
ках уравнений В ласова. В настоящ ей статье используются результаты  
работы [3] ,и при наличии плоской границы плазмы. П лоская i монохро» 
матическая волна, наклонно падаю щ ая из вакуум а, рассматривается 
в качестве источника возмущения волн в плазме, и она считается вол­
ной первого приближения. Во 'втором приближении возникает: волновой 
ветер и продольная волна второй гармоники; в третьем приближении 
получаются первая и третья гармоники поперечной волны.

Д ля  волны второй гармоники используется граничное условие, вы­
текаю щ ее из уравнения непрерывности, и определяется поверхностная 
плотность электрического заряда , 'которая оказалась  зависящ ей от 
проекции продольной волны вдоль нормали.

П оправки к волновому числу появляю тся в третьем приближении. 
Они зависят от квад рата  амплитуд исходных волн.

П реломленная поперечная волна третьей гармоники не имеет на 
верхней границе соответствующей падаю щ ей волны третьей гармоники 
потому, что падаю щ ая волна долж на иметь частоту и амплитуду, кото­
рые определяю тся свойствами источника волн и не зависят от свойства 
среды. Равенство ф аз волн определяет два различных направления 
распространения на каж дой стороне границы раздела, а распростране­
ние в обратных направлениях этих линий невозможно; на верхней гр а­
нице однородной плазмы имеется направление преломленной: волны и 
направление, идущее к поверхности раздела симметрично проходящей 
волны относительно нормали к границе (второе направление В| плазм е).

Оптические граничные условия определяю т амплитуды войны в ва­
кууме вдоль отраженной волны первой гармоники, и плазменной попе­
речной волны вдоль второго направления. П редложение существования 
волны [2] не приводит к нарушению преломления волны третьей гар-
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МОНИКИ при переходе из плазмы в вакуум через нижнюю поверхность
слоя плазмы. П одчеркиваем, что волна третьей гармоники, распростра­
няю щ аяся через верхнюю границу в вакууме вдоль отраженной волны 
первой гармоники, в действительности не отраж ается, а излучается из 
плазмы за :чет нелинейных свойств среды.

В нелинейных диспергирующих диэлектрических средах вектор 
поляризации разлагается в ряд по степени электрического поля и ис­
пользуется собственное решение, кроме вынужденного (т. е. привлече- 

решения однородных уравнений) (см. [2, 3] и [4]). 
ах уравнений В ласова амплитуда собственной волны берет-

ния оощего 
В рам к

ся равной нулю, потому что дисперсионное соотношение для собствен­
ной волны 
только в вЗ 
двумя разн

Нелине 
рядом авто 

Рютов

в любом приближении, равном to2 — k 2c2, удовлетворяется 
кууме. В указанны х работах в случае падающих волн с 
эгми частотами используется волна, идущ ая изнутри к гр а ­

нице; остается неясным, почему не рассмотрена возможность возбуж ­
дения такоц волны в случае падаю щ ей волны с одной частотой.

иные и другие явления в ограниченной плазме изучались 
ров (6]—1[8]. ;
[7] рассмотрел нелинейные взаимоотношения падающей 

волны с поверхностными и собственными колебаниями тонкого слоя 
холодной плазмы пр,и зеркальном отражении в случае частоты, близкой 

ой частоте. В отличие от работ Рю това [7] и Романова [8] 
в данной статье ставятся иные задачи и реш аются они другими мето­
дами. И сследование нелинейных эффектов в ограниченной и неограни­
ченной плазме началось сравнительно недавно. Общей теории нелиней­
ных эффектов еще не построено. Поэтому приходится выяснять нели­
нейные эффекты для каж дой задачи отдельно.

§ 1, Поправки к волновому числу и к амплитуде 
,в преломленной волне

В работе [3] показано, что во втором приближении не имеется по­
правок к ч 
Аналогично

асготе и они появляю тся только в третьем приближении, 
и для краевой задачи поправки к волновому числу возни­

кают в третьем приближении (при неизменной частоте волн). П олагая 
функцию распределения равной

•> —Э —>  ̂—*
/ з  ( г \  v, t) =  (у) cos (k xr  — (at) +  г[)3 (v ) cos (3 k ^ r  —  Зсоt) +

+  Pi (t;) sin (k j  — cô ) +- p3 (i>) sin (3k2r — 3wt)
 ̂ ^

(см. уравнение (12) — (13) в [3]), вычисляем лишь ^  (у) и р^ у). Ч’з (у)
и р3 (и) дак 
берутся из

%  —

т только амплитуды третьей гармоники, величины которых 
14) и (15). Отсюда получаем

w_j_’ /о
%Т

2kc2

со — k t v  |

V±Jo

, У* п Ne ЛЬ m { V±iV \\f°v 1 Ж  dv ~  Ei t -----ok± l ------ — -  -
m  %T 1 (w — kiu , ,)*

CO2 — fe2C2 CO — kxV I

1_____ ___________ dgi
co — kxv и dv и

m
_1___ d

2 co dv
(2Ф1 - Ф  г) + Е к

e
m 2co co — kiu у dv |

Ф , dv-

(2Ф4 - Ф е),
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Pi

oo

J  v ^ d v  =

=  - E t

to2 — k\c2 %T (o — k2v |
’ —00

{ pl»°ll^° I 2k°2 Vl-J° ) .ij
i(Г \ (co — k%v n )2 CO2 — 62c2 (0 — k2v II j

+
1

4Nk2 co — k2v и dv,

oo
^ Ф2dv +  E tl m  2 co

d

(2Ф, -f Ф 2) +

(2Фх +  Ф 2), (1)m 2co со — k%v || dv ||
где & =  &- f  и k2 — k  +  b k ^ .  Умножим (1) на vl t , интегрируем по

у от — oo до +  oo и вычисляем 6kj_t и у.ь'Фх (у) dv.  Разлагкем по сте-
— 00

пеням 8k±t знаменатели уравнений, полученных в результате интегрирова­
ния, и приравниваем справа и слева величины третьего, пятого и высших
порядков малости. Из уравнения, содержащего величины третьего порядка

00л “>
малости, исключается (^) dv  с помощью (4) в [3] и определяется

•— 00
6&_Li путем определения 6<в±1. В результате получаем

16со4 Е‘{ х- ^ )  +  Е К 1+ ^ г )

Р 2 8®0 

■£ ,1 _ ST
7%Т
тс2 {

4 - f i + ^ , + e
со4 V те2 Г - 8со;

со2 тс2 X

X Г юо
1 со4 1 + M L

тс2) +  8}  ’]■

Меняя местами Ett и £ /2, получаем выражение для 8k ±г. Здесь 8 =
=  4— , где значение у объясняется в [3J. Этой величиной можно пренебречь 

со2
в случае плотной плазмы. Заметим, что 8k ±1 и 8k зависят от квадрата 
амплитуды исходных волн и поэтому k- \-6k Ll и k A-8k±2 не удовлетворяют 
дисперсионному соотношению линейного приближения.

Из уравнения пятого порядка малости, при сокращении справа и слева
°г*на 6kj_t , получается величина третьего порядка малости Рь'Фх (v) d v .

— оо |
Так как в общем случае вычисления очень громоздки, приведем приближен­
ное выражение этого интеграла при Et2 =  0, е =  0 и Г  =  0,

1 — №лт<йс2)~1 8со4 4со2 ) -  +

+ 1 +
2со2
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Аналогично

^±2Pi

при Ett =  0:

dv =  EL —  f 1

10Если 
k2, обозначат

4л<!(0
Gt>2

X

OO

J 0 ± Л8 ± г  d V  =

bEt

где E t Er-i-
проходящеи 
Д ля бр полук

Следователь 
нии т. е. а

(О \
(4л:тй)с2)-1

1

Г _^о_ ( 1 _  юо \~ 1  
L 8оз4 \  4ю2 /

правки к амплитудам волн, им екщ их волновые числа ki и 
[м символами ЬЕ и 6£V2, то получим

— £2с2 j cfo -f- 4яеа)

4яесо
0)2--&2С2

I--- '-----------Vco2 — {k - \-  б /г ^ )2 с2 

% -> 6А,
J — f

со2
г

—  £ 2С2 j
X

2̂ 2С2
(О2 —  &2С2

4йесо
со2 — й2с2 J  ^ i 2Pi dv  — E t

6k 2fe2c2
©2 — /г2с2

Таким образом, в этом параграф е мы вычислили в третьем при­
ближении поправки к волновому числу и поправки к амплитудам волн 
первой гармоники.

§ 2. Граничные условия для поперечных волн

П редполагаем , что полупространство z > 0 заполнено плазмой, а 
для 2 < 0  имеется вакуум. Пусть ось л: направлена вдоль линии пересе­
чения плоскости падения волн и границы плазмы (z =  0) и составляет 
угол а  с волновым векторам падающей и р с проходящей волной.

Ограничиваемся случаем, когда падаю щ ая волна плоскополяризо- 
вана, электрический вектор которой леж ит в. плоскости, перпендикуляр­
ной к плоскости падения. Подставим Et2 =  0 и E t, 
уравнения в [3]. Пусть направление совпадает с направлением электри 
ческого веггора проходящей волны. Граничнь::е условия запиш утся в 
виде

(2) 

(3)

(4)

Е у  |z=—0 =  Е у  |z=+0> Н х \г= —0 =  Н х |z=+0*

Д ля волны первой гармоники имеем (см. рис. 1)
j jr,r4_ v i  2со sin а , k'c sin P' — со sin а{Et , L ) £  —— ; —— ; ,

k с sin p -j- to sm а

tocosa =  6 'cco sP ',

iSEt, k' =  k  +  bk, P' =  P +  бр и P' дает угол отклонения 
волны до третьего, а {3 в рамках линейного приближения, 
а ем

bk г,----COS р.
k

нс, эта добавка обращ ается в нуль при нормальном паде-
зт \=  —  — PJ . Т ак как бE t имеет третью степень по Е и урав-
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нение для E t', полученное из (3), представляет собой кубическое у р ав ­
нение относительно E t вместо уравнения первой степени | в рам ках 
линейного приближения.

Рассмотрим уравнение, возникаю щ ее на границе плазмы из-за воз­
буждения в плазме поперечной волны третьей гармоники:

где E3t вычисляется из (14) и (15) в [1]. Следуя введению, имеем в вакууме

где оо2==̂ &2с2 в плазме.
В этом параграф е вычислены до третьего приближения включи­

тельно амплитуды отраженной и проходящей волн первой гармоники, 
угол преломления и такж е амплитуды поперечных волн третьей гарм о­
ники.

Граничные условия (2) являю тся достаточными только для попе­
речных волн; а в работе [3] показано, что вторая гармоника имеется 
только в виде продольной волны. П родольная волна не может иметь 
соответствующего магнитного поля, а следовательно, не имеются вол­
ны второй гармоники в вакууме. Поэтому необходимо привлечь гранич­
ные условия, исходя из уравнения непрерывности на границе плазмы 
для волн второй гармоники. Если ба обозначает плотность поверхност­
ного заряда , то

где б/г |г=+о — нормальный компонент потока заряженных частиц, который 
дается выражением

Е ы sin (3&'a:-cos|3' +  3 £ 'z s in P ' — Зоз/),

волну Ег sin ( — Arcosa-------—z s in a —3cozf ) и такж е в плазме волну (вдоль
с с

второго направления) Е§ sin (Sk'xcos  Р' — 3k 'z  sin |3' — 3a>t) (см. рис. 1). 
Согласно соотношению (4), граничные условия (2) дают

Вакуум

Плазма.

Рис. 1. Распространение элект­
ромагнитных волн на верхней 

границе плазмы

Рис. 2. Отражение и преломле­
ние волн третьей гармоники треть­
его приближения на .нижней пло­

скости плазменного слоя

§ 3. Поверхностный зар яд  на границе плазмы

—  (ба) +  6/ |z=+o — &jz |z=— о — О, 
a t

(6)
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бет =  ( 4

Возникающ
продольной

нормальная

6/2 |*==+о =  те sin Р j ’ » и {/2 (''» ~ N fo (») — Ф 1
— оо

°Z ->
те sin р I v ц Ф 2 dv  cos (2kx cos P — 2оог!).

— oo

Так как для 2 < 0  имеется вакуум, получаем d /z |z= - o = 0 -  

Интегрируя (6) по времени, используя результат

00 - -*> 00 -> -> 
оа J  Ф2(v) dv — k  j  о и Ф2 (v) dv

— oo —oo

и (10) и (111 к [1] для ба имеем
оо
п  F  dv

>in Р \ ------------- ------
J  (со — k v  .. )3

dv |2=+0 =

(7)

ke&q sin |

К )
sin (2 k x  cos P — 2cot)

32jtco F  d v ,

(co — k v  „ )2

ая поверхностная плотность пропорциональна проекции 
волны вдоль ог  на границу плазмы.

Тангенсиальный компонент тока бj x можно вычислять подобно бj z, 
подставив в (7) cos р вместо sin р. Поверхностная плотность зар яда  и 
б/х является нелинейным эффектом, сосредоточенным только на грани­
це плазмы.

_ —> —>
Выражение 6/° =  те  sin Р v ц Фх (и) dv

составляю щ ая на границе электронного ветра. Стационар-
л “+ -* ■

ная плотность заряда не появляется, так как I Ф 1 ( & ) ^ у = 0  (см. [3]).
-—оо

Вследствие закона сохранения числа частиц указанный ток на границе 
долж ен компенсироваться током обратного направления, возникающим 
в областях вне распространения фронта поперечной волны. Аналогич­
ная ситуация имеет место для акустического ветра в жидкостях и г а ­
зах [9].

§ 4. Н ижняя поверхность плазменного слоя

- Д о сих пор мы рассматривали волны на границе плазмы, зани- 
м аю щ ^-ц олуиростран ство  г > 0. Вполне аналогично проводится вычис­
ление для плазмы между плоскостями z —O n z ^ = h .  Так как ре­
зультаты  для в о Ъ ы ^ р в о й  гармоники вычисляются просто, ниже разви ­
вается вычисление--только для волн третьей гармоники третьего при­
ближения.

Рассмотрим падаю щ ую  волну первой гармоники из вакуума на 
верхней поверхности в точке О. Она возбуж дает в плазме преломлен­
ную волну третьей гармоники.

.filsosin (3ft'* cos Р' +  3k 'z  sinP' — 3at),
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где E\q — Е ы представляет собой падающую волну в точке р  нижней по­
верхности (см. рис. 2). Кроме этой волны в точке р имеется еще волна

Е§а sin (З&'хсоз Р '— 3 6 'zsin P ' — Зсо/),

идущ ая изнутри вдоль второго направления из точки А  верхней грани­
цы (это направление совпадает с направлением отраженной волны 
в р ) , где Е§а ( =  Е§) берется из (5).

Граничные условия

Еу |z= ft+ 0  =  Е у |z= A -0 »  Elx |z = /i+ 0  =  Нх |г= /г— 0 (8 )

определяю т амплитуду волны вдоль отраженной волны в точке р:

Езр sin (3k'х cos Р' — 3k 'z  sin P' — Зсоt) и также волны, проходящей в вакуум: 
^ 3pSin ^ - ^ - x c o s a  +  2 sin a  — Зсо/^. Подставляя эти выражения в (8)

и приравняв коэффициенты при sin (3& 'xcosP '— Зсо/) справа и слева, 
получим

4(ok'c  sin a  2 k ' с  sin P ' cos (k ' h  sin P')
(Езр, ElP) =  E 3

co2 — £2c2 (k ' c  sin P' +  co sin a) cos (k ' h  sin a)

Н ельзя использовать результаты , полученные из коэффициентов при 
cos(3&'a: cos Р '—Зсо/), потому что при h =  О они не имеют смысла.

Таким образом, выше вычислены амплитуды волн третьей гарм о­
ники на нижней границе плазменного 'слоя.

В заключение автор вы раж ает глубокую благодарность проф.
А. А. Власову за предложенную тему и помощь в работе, а такж е
проф. Р. В. Хохлову за ценное замечание.
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