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Рассмотрена задача о н 
с  произвольной поляризацией 
изменяются по- всем коордиЫ' 
жений получ)й*а система зафе 
ка, которая позволяет опред 
в среде, есл# собственные $н 
ваются различными. Показано, 
в системе урфтений во многЬм

*клоннора падении плоской моноявоматическои волны 
на неоднородную анизотропную сртеу, свойства которой 
тным Направлениям. Метолом: поедаковательных прибли- 
пляющнхся дифференциальных уращввий первого поряд- 
элить тфостраиственную структуру ^олн, существующих 
ачвния матрицы коэффициентов лр*| неизвестных оказы- 

что свойства: матрицы коэффициентов три неизвестных 
Определяют Зиновия распространеищя волн.

Исследование pacnjp 
среде состоит в решении
электричеффй пр оница^  
получение точного penie 
математическом отноше» 
пространеишя волн в так: 
ные решения.

Для чфшчюго случай 
зора диэлектрической itp 
ты, исследиадие' прибЬк 
плоских воин с ампли-ty 
динаты (см., :например| 
деление вошмового уравн 
деляет пространственную 
гая — взаимодействие ее 
В общем <̂ иуч.ае, когда)

рфграфвия волн в неоднородней анизотропной 
волно|вых уравнений при за д е л о м  тензоре ди-

натным наиравлениям, 
плоских вседя, и поэтому 
дования раишространенйй 

В настоящей работе 
монохроматической волн 
ство, заполненное средой 
ской пронфрОмости, ком 
непрерывн<ьдифференцир 
довательныж л:риближени 
ми ‘граничйьшй услови$т|*
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ости | как функции коордищ  
ния этих волновых уравнен* 
ии большие трудности:, поэт 
их средах большое значение

€ ' ( г ) .  Причем 
представляет в 

йу в теории рас- 
*еют приближен-

ящими от коор- 
ространено раз- 
з которых опре- 

волны, а дру- 
кими волнами.

плоскослояетой среды, когда j компоненты тен- 
оницаемости зависят лишь o t iодной координа- 
женного решения сводится ;к рассмотрению 

дными коэффициентами, за 
| l ,  2]) | При этом широко р 
екия на две части [3, 4], одна 

структуру характеристичес 
с другими характерист 

параметры ереды изменяются по всем коорди 
рйвнефш Максвелла не име^т решений типа 
уравнения в форме [3, 4] непригодны для иссле- 

волй © трехмерных неоднорфдаых средах, 
рассматри йается задача о Ьадении плоской 
про#з®йЫ*ь|1юй поляризации полупростран- 
хар^ктеризующейся тензо:рЬ|м диэлектриче- 

поненты которого являются) произвольными 
уемыми функциями координ^. Методы после- 
fi; для! краевых задач с быстра оециллирующи- 
й [б] ^вперяые примененном! в [6], а затем в



[7, 8] для случая изотропной среды) получена система зацепляющихся 
дифференциальных уравнений первого порядка для амплитудных коэф
фициентов с выделением «основных» и «взаимодействующих» членов. 
Система эта является тем самым обобщением уравнений в форме £4] на 
случай трехмерной неоднородной среды. В первом приближении опре
делена пространственная структура волн, распространяющихся в такой 
среде, которая является хорошим приближением к точному решению, 
если свойства среды достаточно медленно изменяются на расстояниях 
порядка длины распространяющейся волны.

При распространении электромагнитных волн в неоднородной ани
зотропной среде поля Е  и Я  должны удовлетворять уравнениям Макс-* 
велла

r o tH  =  J —  ? E ,  (1)
С

ro t£  =  — / — ц Я , (2)
с

где компоненты тензора диэлектрической проницаемости являются 
функциями координат.

Ниже будем считать, что неоднородная среда заполняет полупрост
ранство причем из вакуума наклонно к границе раздела 2=<0 па
дает плоская монохроматическая волна частоты © и произвольной по
ляризации; плоскость y z  — плоскость падения. В [6— 8] было показано,
что поля £  и Я  для волн, распространяющихся в изотропной неодно
родной среде, могут быть представлены следующим образом:

где

Е  =  0 (£, г\, I)  ехр (/юг ат, г|),

—>■
Я =  v (£, ц, £) ехр (/©г.а,, г)), 

1 ~у
А г 0 2 +  •

(3)

(0Г

s->
• е .

V =  vy0- f  ——  v1 +  - \ ~ V .j +  . . .  , (4)
co2

и введены безразмерные переменные

О ® 1  ® 1  9- ® 1  ®  г ■» 1 1£ = - - х, Г) = - - - у, £ = - - - z, (ог — - - - , [Оа.] =  1 сек1.
С С С iOi

Функции 0, v определялись из системы зацепляющихся уравнений, к 
которым преобразовывались соответствующие волновые уравнения для
Е  и Я  после подстановки в них (3 )— (4).

Будем предполагать, что и в анизотропной неоднородной среде поля 
£  и Я  представляются в виде некоторых, пока неизвестных функций

—>
0 (1» П, 0  ехр (/сог ач г]), у (g, rj, £) ехр (/со, ат, т)).

Введение множителя ехр (/со,. а г т]) физически оправдано условием равен
ства тангенциальных компонентов £  и Я  при == 0 и тем, что на гра
ницу раздела падает плоская монохроматическая волна, зависимость кото-
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рой от кш^дататы г\ представляется множителем ехр ( /«  
угол паденйш.

Разложив составляю 
лучим поЫве подстановки 
цепляющиеся матричных 
порядкам малости:

! д~еп

d t i

дег

де2

д£г

где введены векторы- столб: ды

ek — (~ ~ fy ik ,  ^г)Ь v%k) 
и следующий обозначения:

;

т  =

о

[  Ч у Ч лS * к

.sin  срг)), где ф —

щие функции 0 и v в ряд по if1 
(3) — (4) а (1)—  (,2) следу 

уравнений, соответствуют

о>

i  НИ U (е0),

}Т е2 +  V  (еа, ех), (5l =  №rJ

тепеням 7«г> по- 
ую систему за- 
Знх различным

(5а > 

(5б> 

(5в)

4% / 1  еи -

f  *4, ей
ii]r]

ек :

+  p i r
; I

^0» %  ^ 2, ^1*1» jP|?» Р |
которых пропорциональны | 

С помощью линейного

уравнения (5^ приведем к [виду 

<5/(0) + /4
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* с . )  о  « 1

R o Z  +  R n -  - f s- + « E - - # - .  at) ag

+ Р е ч
д ц  1 d i  ^  < \ c l

(6>

(л
а 2  у  

: ett '
€

4z (7)— О 

т*

ч' , 

fcri£
- ?' ,Чъ j

<32en
*14 ‘ dr]2

(8)

д2<?о p  . de0 p  _ dg„
ar] 6’ ag ’

, Pr) — матрицы простой структуры, элементы
д Т и  : d'T'tf —,■ и и Тг.- или равны нулю.

<3! ’ д1) ‘ 13
преобразования

ek =  S - f m

/(«  =  Г * / (0),

(9)

(10а)



d f (1) 

dCi

d p >

d£i

+  j A - p )  =  r - p  +  U (S fM ), (106)

+  /А• ft) = Г• /(2) +  V [ S •/(«», sft)], ( 10b)

где
/< 7 i 0  0  0  \

Д _ | 0  Яг  0  0  j  p _______o —l  d S  ( I I )

A -  0 0 q3 0 ’ Г -  s  асг ’ (И )
\0  0 0 q, J

a qt и S — собственные значения и матрица собственных векторов для Т  
соответственно.

Ггз- определяют коэффициенты взаимодействия характеристических волн 
i -того и /-того типов и имеют тот же вид, что и для плоскослоистой сре
ды [4], а именно:

2Г13- =  (AlF i A jF j) -1/* {(ql qj — q,qt) {а3Ьъ - f  аьЬ3) +  q- ^ а ф g — аф ь +

+  аьЪз — аф 3) - f  qL (a4 b'5— a4 b5 +  a 6b3 — a ^ 8) +

+  q.j (a3be а ф 6 +  abb4 — аф^) +  (Qi +  Qj) (AiAj — A tAj) +

+  (q'i — Qi) (а4рц +  a6b3 +  A tA }) - f  ajb'e— аф в - f  a6b'4 — а'ф4}, • ( 12)

2 Г и ±= (Л^ .) - 1  {qf (a3 b'$ — а ф ь +  а ъЬ3 — аф 3) +  аф'6— а ф в +

+  a 6b4 — +  qc (a3b'6 — «з68 +  a^b's — a 4b6 +

+  a5&4 — аФь +  a6b'3 — аф 3)}, (13)

где введены следующие обозначения:
а \  =  — { Т п  +  Т 44) ,  Ь3 =  Т и ,

ач — Т ц  Ти  Тг4 Т л , bi  =  Т и Т 31 Т 3iTх1,

аз = ^ 12> ^5 ~  ^ 31’
й4 =  ■̂ 14 ^42 Ь6 =  Т ^  T 3i ^ 44^ 31»

' Ф  ' д^5 — * 42» Ql =  Д5. Qi'i
К

— Я /=■——— (14)
o&i

А- — <7/ +  В Д  +  a 2> bi

* 1  =  (<7i — <72) (<7i — <73) (<7i — <74)» F3 =  (<73 — <7i) (<7з — fc) (<7з — </4).

^ 2  =  (<?2 —  <7i) (<7г — <73) (<7г — <74)> ^4 =  (Я*—  Qi) (Я* —  Яг) (Я4~  <73).
(Проницаемость ц принята, ради простоты, равной единице в (12) 
( И ) . )
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Как следует из (12 
±лй их отражение мож ет ^бмту вблизи тех 'гочек я 
имеется резное возрастание множителя ( A iF iA jF j) 1/*, t  
ца Т  имеет по крайней 
либо когда ее собст(в

эостранства, где 
е. когда матри- 

«ере два одинаковых собсти&нных значения, 
шные i значения удовлетворяют уравнению

В остальных случаях взаимодействие волн определяется степенью
неоднородности среды, т 
координате Ej. В слабой 
медленно ^меняю тся н

где с ( 1 , т|) —  столбцовая 
являются ййкогорыми фз 
условиям Hji границе рф£

-(14), сильфэе взаимодействвё между волнами

q i 2+ c tiq i-{ -& 2— 0 .

производные по,*к как T ij  выражаются чере» 
эднородной среде, свойства которой достаточно 
длине воланы, взаимодейств»jm волн можно 

пренебречь, В этом случае решение уравнения (10а)

ехр ( —' /  j  A с ( 1 , т]),
St*

матрица, элементы которой, 
нкциямн от £ и т) и должен! удовлетворять 

;дела § !~ 0 , |В дополнении пош эано, что для 
случая сла6«н(»однородно|й среды рещение уравнения ( |0 а )  может быть 
записано |фк

(15)

дет иметь вид

(16)

(вообще говоря,

ехр (— /  J А • d£i) - с , 
&

столбцовая матрица с , состоящая из произ-

(16а)

где вместо с(£, rj) взята 
вольных порюянных.

Учитывая (6), (9), мюжно йредет-авить монохроматическую волну в 
произвольней точке полупространству как суперпозицию четырех не
взаимодействующих xapjaKfерифичесйих волн с компонентами

4 ^ 5 2 i / /0)- e x ^ | 

# T ,=  S 3, / / 0)- e x p (

e x p ( —i/« > rs i * 9 Tl)> 
. /w rsin ■

S 4 r /i0)-exj)(— /a^sfn

eDi E \j

где a n = — f , что след
E  и H  на границе раздел 
цы Т  имеют вид

}<йг № Ш  S k i f f * 3* £  f k j f f ,  (17)
/ = i

Г]

ЕК
Нь  Я6 = А ,

ует из; равенства тангенциальаайх компонентов 
а &1 — 0, а собственные вектш я для матри-

} а-
Ъ  A i

Для сл^бонеодноро^най ср|еды можно ограничиться приведенным 
выше нулевом приближением ^см. приложение) и счи|»ть выполнение
неравенств ; 

К ;9<7t
дх «

(18)

%

2я<7| % «
°>Л 2nqi Йг

« 1  (19)
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достаточным условием применимости полученного решения (17), где 
Ао — длина волны в свободном пространстве.

Выражения (16)— (18) показывают, что в слабонеоднородной 
анизотропной среде монохроматическая волна существует в самом об
щем случае в виде суперпозиции четырех невзаимодействующих волн, 
пространственная структура каждой из которых (16а) совпадает , в 
основном с геометрикооптическим представлением волны в слоистых 
средах. Собственные значения матрицы Т  определяют показатели пре
ломления для этих волн и их анализ может быть использован в теории 
распространения волн в неоднородных средах.

Рассмотрим некоторые примеры такого анализа. Так, известно, что 
в однородной или слоистонеоднородной средах волны распространяют
ся без затухания, если тензор диэлектрической проницаемости является 
эрмитово сопряженным. Если среда является неоднородной по трем 
координатным направлениям, то в нулевом приближении затухание волн 
будет отсутствовать, если собственные значения матрицы Т  чисто дей
ствительны, т. е. если матрица Т  является эрмитово сопряженной 
( T {j= Учитывая (7), легко проверить, что условие эрмитовости 
тензора диэлектрической проницаемости не является достаточным усло
вием отсутствия затухания волн в трехмерной неоднородной среде.

Далее, в общем случае матрица Т  имеет четыре различных по мо
дулю собственных значения, определяемых как корни характеристиче
ского уравнения следующего вида:

<?4 +  «х<73 +  (а2— Т 32) q2 +  (агТ 32 +  а ф ь - f  bza b) q —

— («2^32 +  h a 6 +  b5a 4) =  0. (20)

Следовательно, если «1=0, а 3Ь5 +  Ь3а 5 =  0, что может быть либо при нор
мальном падении волны на полупространство, заполненное неоднород
ной средой, либо при выполнении соотношений

к п  =  —  Н ь  Ч & п  =  ~~ Ч& пъ  (21 )

то в этих случаях характеристическое уравнение является биквадрат
ным, и условия распространения волн вдоль возрастания координаты 
и в обратном направлении являются идентичными и определяются дву
мя различными по модулю собственными значениями матрицы Т. (Тог
да как в общем случае этого может не быть.)

Допустим теперь, что мы имеем плазменную среду, параметры ко
торой изменяются только по направлению и направление внешнего 
магнитного поля совпадает с направлением оси Тогда тензор ди
электрической проницаемости для продольного распространения имеет 
вид (см., например, [il])

( * i  —  е2 ° \
? =  Ц  ■ 0  • (22 )

\ 0  О t j
Полагая в (7) ал = 0 , что соответствует случаю распространения вдоль 
оси и учитывая (22), получим следующие собственные значений 
для Т:

{ -7l =  --- ^2 =  («1 +  (2 3 )

<7з — --- =  (£1
которые полностью совпадают с выражениями для показателей прелом
ления обыкновенной и необыкновенной волн при продольном распро
странении их в магнитоактивной плазме [9].
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Если б ij, т.
значения матрицы Т  буд>

к н

д е
й н

что совпадает с показать 
изотропной среды, свойс 
ординатны^ управления

Таким (образом, в ' 
анизотропных средах мо 
значений м^игрщы Т. Есл 
ду собой и являются мед. 
расстояниях порядка д^ 
волн ёводит!ея к решению 
го порядка О 0 ), которое 
левого приближения..

Как следует из (16) 
няющаяся в слабонеоднор 
мом общем]: случае как 
характеристических волн, 
ются собственными значок

9 i  =  <7з ^  ({*«

—  ( и  —  4 ) 1Д.
елями преломления, получений 

которой медленно изм енявтв а 
м.
ории распространения волн * неоднородных 

о успешно использовать анализ собственных 
все ее собственные значения различны меж- 
ино меняющимися функщшнй координат на 

ы волны, то исследование распространения 
истемы дифференциальных уравнений перво- 
жет быть ограничено получением только ну-мо.

С;У

Д ля определения вида фун: 
нием рассматриваемой задачи 
М аксвелла. Тогда подстановка 
ниями приводят к следующей |сй<

дс

дс  (\
dfi

где Л ь  Л2 — Нфкотррые матричн:
3 j д Т I j  з ; д Т i j

'Г'Т. ‘2 и /*5
‘i  i ch]

В елабонаода ор одн ой cpjesii 
fx2 являются чйфы?ми, и решён 
тельных приближений. В прей
однородностью среды, можно 
столбцовая матрица из проиэвр, 

Д алее и |е|]п6лож им, чтЬ 
случае решение р ассм атр и вав  
«нем. Таким обраном, условия 
нулевого приближения.

Решение уравнений (5а, б)

=  q I

где матрицант, нор
ь Нулевое прибл

1 Д ля оценки критерия д  
ного дифференциального уравне
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среда является изотропной,

ill

то собственные

(24)

Ми. в [6—8] для 
ягся по трем ко-

(18), монохроматическая вол 
одной среде, может быть npi, 
лериозиция четырех жевза$ 
показатели: преломления ко1 
ями матрицы Т.

на, распростра- 
дставлена в са
модействующих 

fopbix онределя-

Приложсние

кций ci г]) предположим, что 4 
должно удовлетворять системе 

Чих (16) с иоследующи.ми неслош; 
cfeMe уравнений:

Т]) MiAx(S- V ’ Ю с (%>

Т- =  (х?Л2 (?, ц ,  | )  с ( | ,  ri), 

ые фущкции, а (х2 — параметрц,

еные, когдэ неравенства (19) еьщолю 
ае (25)| целесообразно проводить 

ебрежении слабым рассеянием волн,

ограничиться нулевым приближением: 
рьных постоянных, 
неравенства (19) выполнены, и а 
>й задали может быть ограничено 

(19) Являются достаточным «рите©

имеет в и д 1
е0 =  Ql* ( /Г ) с,

:С«
( - / T )  J  [Q|« (— /Г)] 1 U (e0) d b ,  

U

мированное решение уравнения (5а) 
ижение пригодно, если

остаточно ограничиться частным 
ния (56).

16) является реше- 
четырех уравнений 
ными преобразова-

(25)

: пропорциональные

, параметры p-i и 
Методом последова- 

обусловленным не- 
*■ -»■ -» 
<?(1> Т1)=с, где с —

ажем, что в  этом 
рулевым приближе- 

нем применимости

(26)

$ф*., например, [10]). 

рутением неоднород-



1

GV

bl

(27)

или после умножения (27) слева на обратный матрицант и замены модуля от интег
рала интегралом от модуля:

С*
—  (* I [ ф  ( -  т г 1 и  (е0) \ d ^ € E - \ t \ ,  (28)

(Or .

где £  — единичная матрица.
Неравенство >(28), имеющее интегральный 'характер, можно заменить рядом до

статочно более слабых условий, выполнение которых заведомо обеспечивает выполне
ние неравенства (28), а именно

' —  | R 0C& ( -  /Т) с I «  I ( -  /Т) | • И ,
(Or fe0

1
cor 

1 

СOr

(29)

«  J (— /Т) | - ] ci

■(предполагается, что функции Tij  (£, т], g) непрерывно-дифференцируемы вместе со свои* 
ми производными).

Если | Р  | <  Q, где Р и Q — производные матрицы, то | (Р) | <  (Q) [ 1.0].
Следовательно, выполнение неравенств (29) гарантировано, если

1 дТ,
«  1,

дТ ц

ГЦ d i

1
со, 

«  1,

дТ ц
дц

1,

д Т ц
дг\ «  1.

Последние неравенства заведомо выполнены, если выполнены неравенства
1 dqi 

Ц i d i
«  1,

1 dgj 
qi «Эл

« i

(30)

(31)

где qi — собственные значения матрицы Т.  При переходе к размерной системе коорди-
{  1 I 1 dqtнат (31) заменяются неравенствами (19). Неравенство --------------------
Ч I <7г <?£

С  "1 предполагает

ся  выполненным при получении решения в форме (16).^ Таким образом, выполнение

неравенств (19) можно считать достаточным условием применимости нулевого приближе
ния.

Автор глубоко «признателен А. А. Семенову за  внимание к данной работе и об
суж дение ее на семинаре.

Л И Т Е Р А Т У Р А

1. Г и н з б у р г  В. Л . Распространение электромагнитных волн в плазме. М., Физмат
гиз, 1960.

:2. Б р е х о в с к и х Л. М. Волны в слоистых средах. М., Изд-во АН СССР, 1957.
3. F o r s t e r l i n g K .  Hochfrequentech. u. E lektroakust., 59, 10, 1942.
-4. B u d d e n  К- G. Radio W aves in the Ionosphere. Cambridge, 1961.
5. В и ш и к  М.  И., Л ю с т е р н и к  Л. А. «Успехи матем. наук», 15, вып. 3 и 4, 1960.
6. Ф е д о р о в  Н. Н. «Изв. вузов», радиотехника, 7, 85, 1964.
7. Ф и л а т о в а  Е. А. «Изв. вузов», радиотехника, 7, 597, 1964.
8. С т р е ж  П. Е. «Радиотехника и электроника», № 9, 1967.
9. Р а т к л и ф ф  Дж. А. Магнито-ионная теория и ее приложения к ионосфере. М.,

И Л, 1962.
:10. Г а н т м а х е р  Ф. Р. Теория матриц. М., «Наука», 1966.

Поступила в редакцию
20. 9 1966 г.

Кафедра 
волновых процессов




