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Рассматривается частные 
ров в случае, когда постоянна|я 
равны, и они находятся на 
Произведен аиалкэ различных 
Показано, чтодее движения яв

решения обобщенной задачи дву* Неподвижных цент- 
энергфи мен^ще нуля, а массы йютягивающих точек 

юмшо-еопряжевных расстояниях ©ij начала координат, 
случаеф. движения, возникающих ей частных решениях, 

дяются ограниченными. [

1. П о с т а н о в к а  з а д а ч и  i

Как из^естио [1], обо 5щенн£я задача двух неподфж ны х центров, 
заключаете^ в  исследовании движевдр .материальной 'фчки под дейст
вием силы фитяж ения двух неподвижных центров, масфл которых и их 
взаимные р р щ о я ш я  являются (некоторыми комплексными величинами, 
но силовая функция рассматриваемой задачи — вещественная. В работе 
{!] получены|шадратуры этой задачи. I

Пусть — прямоугольная система координат, ^ачало которой 
находится ^ центре масс притягивающих центров, а с̂ сь oz проходит 
через эти д й  лдентра. Обсаначин эти массы т /2 (1 + г о )  М m/2 (il —- ia ) , а 
их соответствующие расстэяния |до начала координат с (р -И ) и с (о — i ) r 
где т, с и а  Н- вещественнее nocfoeHHipe, а г = ] /  — 1. i

Тогда д^фференциаль ные ур|авншйя задачи можно Записать в виде

х  =

где

“- 4  к

ди
дх У

дц г  — ди
дг

1  — ( т  ia ■ю
i/2 +  [г — 'с(а|-1-*‘31Р У  х 2-4-у * [z —  ifeto — i)]2

•Г 1

Перейдем от х, у  и г л  новы|м переменным ц  и sv по формулам 

X = +  С2)(1 --Т)2) COS W,

У =  V ( \ *  + IC 2)  (1 f  - т}2) sin w,
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Z =  C1 +



Кроме того, перейдем от времени t к новой независимой переменной 
т согласно уравнению

dt =  ( t * + c * r f ) d x .  (1)

Первые интегралы рассматриваемой задачи [1] могут быть записаны в
виде

( - ^ - ) 2 -  2/г^4 +  2fm l3 +  2 (са +  /гс2) £2 +  2 /т с 2£ +  (2с3 +  с*) с2, (2>

= ; —  2/гс2г]4 -j-  2/m carf - f  2 (с2 +  Лс2) г]2 —  2/тсаг] —  (2ca +  cf), ( 3 )
JEL =  с  Sa +  c2T]» /4 v

dt  J (6а +  * ) ( 1 - Ч 2) ’

где h, С] и с2 -  произвольные постоянные интегрирования.
Уравнения (2) и (3) определяют координаты |  и т] как функции 

промежуточной переменной т.. П осле того как будут найдены эти функ
ции, из уравнения (4) можно определить w как функцию т.

Когда массы притягивающих точек равны, они находятся на одина
ковых расстояниях от Начала координат, т. е. а = 0 ,  получим симметрич
ный случай (см. [l2]). iB этой работе был сделан качественный анализ 
различных форм движения при отрицательных значениях постоянной 
энергии h и было показано, что в этой задаче логически допустимо де
сять типов движения, среди которых два являются общими, поскольку 
решение зависит от шести произвольных постоянных. В остальных 
случаях решение будет зависеть от пяти и меньшего количества произ
вольных постоянных.

Пусть Ъ ,.Ъ ,  Ъ , £4 — корни многочлена, стоящего в правой части 
уравнения (2). Тогда, согласно [2], запишем следующие случаи

1. 0 < C ii= ^ i2» £3 и £4 комплексно-сопряженные,
2. 0 < £ i  =  i 2> £3 и £4 комплексно-сопряженные,
3 .

4. 0 < 5 ,  =  | , < | , < | 1,
5. О •‘d i  <С £2 <С1з =  £4»
6. О
7 . О <  =  g 2 =  £3 <  £ 4,

8 . О i j  <! £ 2  ~  1з ~  ^4>
9. 0 < g 1 =  'Es< g .  = £4,

10. 0 < 5 1 =  61. = 6а =  Е4.
Общие случаи 1 и 3 подробно рассмотрены в работах [3] и [4].
В настоящей работе изучены частичные решения этой задачи при 

условии, что с  =  0 и постоянная энергия h < 0.

§ 2. Эллипсоидальные движения

Рассмотрим случай 2. Уравнения (2) и (3) при а =  0 примут вид

Ш !=ф®- <5>
( - £ ) '  = +  (4). (в>
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В этом: случае 0 <  I 

Ф (I
где

Ф ( |)  =  2/г|4 +  2 / т | 3 +  2 (сг -|- Ас2) | 2 +  2//itc2|  +  +  cf),

“Ф (“П) =  — 2/ic2r)4 -г 2 (с2 - f  he2) r f  —. (2с2 +  rf), 

а /г, и Cj — постоянные интегрирования.

=  -|2, а | а и | 4 комплексно-сопряженные. Поэтому

=  2/г(Ь - ’« ) * [ ( £ - « ) 2 +  Р21,

где

! =  1 г 4= а, |з  =  а +  Ф,

тельно,
Так как h < i  0, то движение воэщэжно только при |

— О, что приводит к условию
dt*

■ф(п)

следовательно, получим с 

Ф ( а )
или

а — I

( м -\: = о .\ J I i =*а

а  и, следова-

Пусть ±  S  и ± у  — корни ]Цногчмяена 'ф(г)). Тогда I

=  — 2 he2 (S2 — rf)  (у2 — rf), 

ледующие условия:

=  0, Ф ' ( а ) ~ 0 ,  ^ (S ) =  G
(7)

;2 +  с2) h -4- 

2 а  (2а2 --) 

2 5 2с2(1 

Решая »ту систему от

h =  —

с2 — ■ 1 — 

fm

сгс\ 2 (a2 f- с2) с2 =  — 2fm a (eft 4- с2), 

с2) h - f  2ас2 — — /ш (За2 +  с2),

- S 2) h — с |  — 2 ( 1  — S 2) c 2 =  0 .

иосителыю ft, cf и с2, нолучщ*

fm а4 -г- а2с2 (1 — 3S2) +  S2t4 
2а (а2 -)- S2c2)2

>n_ (1 - f  S2) (аа +  с2)2 (да — №&) |
а (of*-|-S2c2)2 ’ |

a2 (a? - f  с2)2 — S2c* (1 — S2) (За2 +  с3)
2а

В уравфрши (7) для

или
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! т
Т1

г
J V (S2 —  Т)2) (у2 —  Г]

(а2 +  S2c2)2

< [ y | ,  тогда по 
К  +1], a y —

определенности положим |5 |  
теореме Вифгц корень S находится внутри интервала 
вне этого интервала.

Проинтегрируем уравнение : (6), Объединяя его с уравнением (7), 
запишем

== — 2hc2( S % — г|2) (y2 — tj2)

=  У  — 2hc2 j  d r =  у  — 2 h € p  — т0).
■to



Введем новую переменную ф : т] =  S sin ф. Тогда получим
ф фо

^  d(p = Y — 2 h c y ( x — x0)-\~  [ ------------ — -
J  s2 J  i f  sa .

о г  1 — ------sin2 го о К 1 — — г~ sin2 ф
у2 . Y

Следовательно, ф =  am  [ |/  — 2/г су (г — r j ] ,  где k =  —  и
У

Фо

Йф

у
Зная г) и можно проинтегрировать уравнения (4) и (1) следующим 

образом:

I  =  а, г) =  S  sin ф,

w — w0 +  А П  (ф, — S 2, k) +  BF(q>, k), (8)

t =  t0 +  CF (ф, k) +  DE  (ф, k),

тд е  F, E  и П — эллиптические интегралы первого, второго и третьего 
рода соответственно, Wo и t0 — постоянные интегрирования, а коэффи
циенты Л, В, С и D  определяются формулами

д  _  а2 с2 (1 — S 2) (а2 — S2c2)
' f  а  а2 (а2 +  Зс2) — S2c2 (а2 — с2)

5  — l /  (1 — S2) (a2 — S 2c2)
а  а2 (а2 -f- Зс2) — S 2c2 (а2 — с2)

£  _  2а2 (а2 +  S2c2)2 (а2 +  с2) _  ___
[а2 (а2 — с2) +  5 2с2 (За2 - f  с2)] ■ / fm a  [a2 (а2 +  Зс2) — S2c2 (а2 — с2) ’

D  =
а2 +  S 2c2 j /  _а3 [а2 (а2 +  Зс2) — S2c2 (а2 — с2)

1 — с2) - j -  S 2c2 (За2 +  с2) fm

k  =  ± .
У

а2 а2 (а2 +  Зс2) — S 2c2 (а2 — с2)
с2 а2 (а2 — с2) +  S2c2 (За2 +  с2)

Формулы (8) полностью описывают движение точки, в случае 2. Они 
показывают, что узел орбиты смещается за каждый оборот на угол Any =  
=-АП  (2я, — S?£) +  Я/7 (2я, k) —  2n.

Разлагая Аш в ряд по степеням е =  —  и отбрасывая члены, содер-
а

~жащие е4 и выше, получим

Дw — — Зл y f  1 — S 2e2.

Заметим, что в случае искусственных спутников Земли е < | — .
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с гиперболоидом

На рцс. I изображена область, где происходи»! движение точки. 
Эта область представляв 
пересеченном эллипсоида

ет собой эллипсоидальный Цояс, полученный:
! I

с% (1 _  §2)

Ширина этого пояса определяется величиной 5 .
В случае 5 уравненн 

нение (5) в  s t d m  случае

(*>

Z2 
+  ~  

а2 с2 а2

х% +  У2

1

c2S 2
1.

е (6) можно также записать ф: виде (7). Урав- 
ш еет вид

0 < ^ < с

что они из мен я-где £*, 1 2 щ | 3 =  Е4 — корки Ф ( |) .  Нетрудно установить» 
ются в следующих пределах:

о < | а < о ^ . ,  o < i 2 =

Поскольку h < О, то движение возможна или при £=^|s — const i(b этом, 
случае движение точки описьщается системой (8 )), иШЙ при

В последнем случае точке j будет двигаться 
внутри эшипсоидалъного ^|фя, ограничен
н о й  поверхностями I

х* f-у 3 , _ г ^ _ _  j  

I 2 4 -е 2 |2

х 2 +  у*

§! +  «•

с*5Я

г. 1

с2 (1 — 52)

При этом траектория точцЦ будет касаться 
первого и второго эл ли псоид.

§ 3. Асимптотическое движение

В случаф 6  уравнения (5) и (6) примут вид

i т -
Интегрируя уравнение 9), получаем 

П 5  sn wt ( t  — т'),

где w \ =  — 2Ac2lf2. т ' -
s■ф (г)), причем! к  :е= — .

постоянная «итерирования, а ±  3| и +  у — корни

В этом |лучае уравнен

I -Ч
dx
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(9)

( Ю )

( I I )

ие можно зависать следующий

I).

образом:



Поскольку h <  О, то движение возможно при £1 <  |  <  £4, но так как 
Интеграл этого уравнения расходится при |  =  £2, необходимо учитывать, 
что'g1< g< |a и. g2<g<64.

В случае 1 интегрирование уравнения (10) дает

c h  щ  ( т  —  T q )  -j- е ’

ia в случае 2:

г д е

ch (т — т0 ) — е '

w \  =  — 2/г (g4 —  У  ( | 2 —  li) ,  

р ___  2  (^4 — (S? l i)
E 4 - i i

в4 +  — 2£г

6 4 - S l

т0 и т " — постоянные интегрирования.
Координата г) изменяется периодически с периодом относительно т

У 1 — ft2 sin2 ф

а £ монотонно и асимптотически приближается в | а слева в первом слу
чае и справа во втором.

Рассмотрим третью координату да. Из уравнения (4) при условии
О <  I il I <  S и £i < £ - < £ 4 имеем следующее неравенство:

5? l i  +  c2S2'
w o +  ci  ~ ;-------- 1  <  ш <  о>0 +  — -------------------------- х.

? i + c *  (^ + c 2 ) ( 1 _ S2)

Следовательно, при т оо, w -> & о.
До сих пор мы говорили об асимптотическом движении относитель

но х, но это справедливо и относительно t. Действительно, из уравне
ния (1) имеем очевидные неравенства

I 2 x < t < ( l l  +  C2s 2) x .

Отсюда следует, что при т -^ о о  / -* о о .
Окончательно можно сказать, что точка будет двигаться или внутри 

нижнего эллипсоидального слоя
*2 !-г/2 _j_ _  j a:2 -f г/2 _z2_ =  j

l l  + с »  l i  5 |  +  с2 *2

x 2 j r  У2 z 2 _  1=  1,
С? (1 —  S2) C2S a

или внутри верхнего эллипсоидального слоя
х2 4-! г/2 . z2 л:2 4- г/2 , z2



х* +  у * ______ Щ
С2 (1 —  S2) C2S*

Г,
неограниченно долго приближаясь к эллипсоиду'

- 5L+ i{4 . +  - i l  1 1 

й + с *  i l  | 1

как в первом, так и во второй случае.
На рис. 2 изображен раз|*ез этих областей 

плоскостью oyz. Эта: областей заштрихованы. 
Причем

Вся область получается вращением этих областей вокруг оси oz.

Рассмотри м случаи

О ах 0а2 =  | 2, 0а3 -  l t

|  4. Остальные случаи

, 7, 8, 9 и 10.

Для случая 4 уравнения (5) и (6) можно записать в

ш  
(£ )

=  a g |= £ g 4, как мо;

0 k 8 i  =  5 . <

й(1-у2а -у ц 4-|),
=  — 2 /гс2 (S2 — г]2) (y2 — 1]2),

где 1 г =  £2, | 3 и | 4 — корни Ф (g), a + S  и ± у —-корАи -ф (tj), причем:

виде

(12>

(13)

у\

кно показать, изменяются в пределах 

~ < h  < 3 0 ,  У з  ■ С <  1* |<  ОО.

Поскольку / г <  0, то

д в и г а т ь с я  в н у т р и  эллипсое

; * 2 4 - ^ 2

1з +  ^2

3 ’ -/"З

движение возможно или при § Ц= =  £2.=  const„ 
или при gg'C |  <  Н4. При i; =  i i  f= | 2 == const движение тфчки определяет
ся системой (8). А когда ;• изменяется в интервале [ |3, | 4], точка будет

■дального слоя: I

1,
*2 +  У2 | 23 ^------------- - -f" ——  =* i ,

л
dx у

х 2 +  Ф 22
=  1,

с2(1 —  Sj2) c2S 2

переходя от одного эллирсоида к другому за конечаЦй промежуток 
времени.

Случаи ? и 8 можно рассматривать как частные случаи 6. Поэтому  
координата т) будет определяться формулой (11). В случае 7 уравнение 
(5) будет иметь вид

У = - 2й ( | - -S),
отсюда, интегрируя, получим

I — +
h i h - Ы 2 (т — т0
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где т0 — постоянная интегрирования. При этом 11 =  |^ =  | 8- и £4 изменя
ются в следующих пределах:

0 < | 1 =  | а.=  | 8. < с  и с < £ 4< о о .  '

Для случая 8 уравнения (5) можно записать в виде

отсюда
* t

2

где хх — постоянная интегрирования. При этом корни |  и £2 =  £з =  £4 из
меняются в следующих пределах:

. 0 < | х < с  и  c < | a =  i 3. =  | 4 < о о .

Как и в случае 6, движущаяся точка будет монотонно и асимптотически 
приближаться к эллипсоиду

х 2 - У 2 +  _ * L  =  L
й  +  У* EI

В случае 7 движение будет происходить внутри эллипсоидального слоя

*2 +  у 2 , z2 J х2 - f t / 2 z2 -  1
*9 , „ i £2 1 ' *2 5

Ь2

*2 +  У2

П  +  о2 Ц  ’ £42 +  с2 t

с2 (1 — S 2) C2S2 

а в случае 8 внутри эллипсоидального слоя

1,

X2 +  у 2 . 22 __ 1 X2 -f- У2 ,___ Z2

W ~  ’ и+^ ^
.Г2 +  у 2 Z2 __ |

с2 (1 — S 2) c2S2 ~

В случае 9 уравнение (5) запишется в виде

- I L ) *  = 2  h (t  ^
dx

у  = 2 h ( i - u y ( i - t sy

и, поскольку h < ^  0, движение возможно только при |  =  | 2 и при £ =  | 3. 
Следовательно, движение точки должно описываться системой (8), где 
а  =  £2 или | 3, причем ,

0 < g 1 — | а< с  И С< ^ 3 =  ^4< с о .

В случае 10 уравнение (5) принимает вид

( - £ - ) ’ - “ « - ы * -

причем нетрудно доказать, что =  | а =  £3 — £4 =  с, а 5  =  У "2 — 1 .

4?



Поэтому Лвишевие возможно только при I  — с == согЫ. В этом случае 
получим следующую си аш у: !

ш

t

— Wo Ч-  2  ( j / 2  

h+i]/ 'fm

с, t) = (1/2 — l)sinq>,

1) ill (ф— s is* )  -  ( V 2 -  S%

m m -
/ 2 &

fm E (<P,S2).
/ 2  —  1

где Wo и - постоянные интегрирования, a F, £ ,  II — эллиптические 
интегралы первого, второго и третьего рода соответственно.
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