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ОДНОРОДНЫЕ МОДЕЛИ НЕСТАЦИОНАРНЫХ «ВСЕЛЕННЫ Х»

Рассмотрены однородные модели вселенной, обобщающие известные решения 
де Ситтера.

Исследование однородных и изотропных моделей нестационарных 
«Вселенных» является существенной задачей космологии ОТО. Эти 
модели нестационарных «Вселенных» удобнее всего изучать, рассмат
ривая пятимерный геометрический формализм, как это делал де Сит- 
тер [1, 2], считая, что четырехмерное кривое пространство—время впи
сано в пятимерное эвклидово пространство.

Напишем 5-интервал в виде

— ds2 =  dxi2 =  dxl2 - f  dx22 -f- dx*2 +  dxi2 +  dxb<1,

где
x1 — r5 sin x cos ф sin 0 sin со, 

x2 =  r6sin x sin ф sin 0 sin со,

X3 =  rb Sin X COS 0 Sin 00,

* 4 —- r6 cos x sin со, 

x& =  r5 COS CO,

причем x4-2 == xl2 +  x22 +  x32 +  xi2 +  хь2 =  r\. Здесь гб =  а*, где а* может 
быть переменно и является «радиусом» кривизны пЯтимерного пространства— 
времени; 4-радиус г4 =  гъ sin со =  a* sin со =  а; 3-радиус

r3 =  г =  г4 sin х =  гь sin х sin со =  (х%2 +  я22 +  х?2)'/\
При этом

х1 =  r3 cos фсоэ©, х% =  ГдСОвфвш 0, x3 =  r3cos0, к4 =  r4cosx == acosx. 

Далее очевидно, что

dx%2 +  dx22 +  dx32 -  dr\ +  r\ (dQ2 +  sin2 0 dcp2) .
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Поскольку

dr =  dr3 =  a* (cos % sin  to d% +  sin  % cos © d © ) +  d a* sin % sin  © , 

d x 4 =  a*  (cos % cos © d © —  sin  % sin © d% ) +  d a* cos % sin © , (1 )

dxb =  — a* sin  © d ©  +  da*cos w, to :

— ds2 == a*2 sin 2 со [s in 2 % (d02 +  sin2 0 dtp2) +  d%2] +  a*2 d©2 +  da*2,

или

— ds2 =  r2 £d02 +  sin2 0 dq>2 +  ̂  J  +  a*2 d©2 +  da*2. (2)

Введем радиус кривизны трехмерного пространства

г4 =  а — ]/ V 2 +  х22 +  * з2 +  %42 --  a* sin ю.

При этом (1) имеет вид

1 о о г j  а | - а /^Л2 I j 2л j  2,1 . a2 dco2 , da2 2adadcocosco— ds2 — a 2 [d%2 +  sin2% (d02 +  sin20 ^ф2)] + ---■+■■ ------------------------------- .
sin4 со sin2 со sin3 co

r
dr — —  da

Поскольку rQ =  rAsin% == a sin я, to ~—dx = ---------- --------  (3)
sinX /" ,2

1 — --
a2l/

и (2) принимает вид

_  rfs2 =  ------ j- r2 (d02 - f  sin2 0 ̂ ф2) +  —  da2
r2 a2 r2
a2 a2

r
2 —-  dr da ,

a -)- a2 2 -|- ° Ю
r2 sin4 © [sin2 со sin2 со
a2

При a =  const получим

Если

— ds2 =  a2 dt°2 ■ -|------ — ------1-rz(dd2 sin26 dq>2). (4)
sin4 со r2

~  a2

л;5 =■ ict — -  ctg -  =  r . ctg © — a ctg ©,
cos %

• j j  ad(o /л\то icdt  = --------—  и (4) принимает вид -
sin2 со

— ds2 == — с2 dt2 H----- — f-т 2 (d02 +  sin2 0 dф2),

a2

т. e. приходим к обычной метрике Эйнштейна для однородного изотропного 
сферического пространства,



Если a — a(t), то (3) примет вид

— ds2 =  a 2[d%2-\- sir.2%(d02 +  sin2 0 <̂ ф2)1— c2dt2,
или

— ds2 ~ a 2[— dr\2 +  d%2 +  sin2%(d62 - f  sir.2 tidy2)],' (5)‘
гд е

i d  =  a ctg a), a 2d r f  =  c2dx2 =  c2dt2 — da2 =  — (da*2 +  a*2day2).

Таким образом,

с2 dt2 =  с2dx2 1 1 +  j  = °2 х̂2 ^a2>

где a =  а (x) . Далее сделаем такие преобразования. Поскольку a*2dco2 +  
+  da2 =  da2 — с2 dt2)

\  sin X J

to (2 ) принимает вид

Г2 г
dr2 +  —  da2 — 2 —  dr da

2 a2 a
r2

_  a2

— ds2 =  — c 2 dt2 +  da2 +  r2 [dQ2 +  s i . 2 0 d y 2] +

г2
—  da2 

dr2 , a2
Г2 rz

1 — —  1 — —  
a2 a2

r2 —  dr da 
a

a2
или

2 —  dr da
— ds2 =  — c2 dt* -\----- ----------------------------------- - ------------ь r2 [d02 +  sin2 0 ̂ ф21,

r2 /-2 r2

a2 * a2 a2
(6)

или
r2 r

—  •da? 2 —  dr da
— ds2 =  — c2dT2 +  -^ —-------- f------ - -------------- -̂----------- f-r2[d02 +  sin20cfrp2].f2 -̂2 **2

1-------1 ---------------  l — —
a2 a2 a2

(7)
Обычный фридмановский интервал имеет вид

— ds2 =  а 2 [— d rf  +  d%2 +  А2 (db2 +  sin2 0 с?ф2}], (8)

де adr\ =  cdx; x — собственное время, A = sin % ; %; sh%— для сфериче
ского (a2 >  0 ) квазиевклидового (a2 o o ) и гиперболических пространств
( a 2 <  0 ) .

В случае квазиевклидового пространства а — b =  Ь(х) есть проста 
масштабный фактор. Поскольку г — аА, то

— ds2 =  — с2 dx2 +  ■ +  г2 (db2 +  sin2 0 Жр2).
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ут d A  d r  d aДалее, поскольку -------- ----------------
А г а

ТО

rd%
г \ г

d r  —  —  d a  d r —  —  d a
a  J  ,  a

- d %  =
d A

где Pi =  1; 0; — 1; соответственно для A =  sin%; %; sh%; Отсюда
о j  2 I d a 2 i ^Г2-  c2 d t2 н--------------------- ----------------- h

- a2 i r r2 i ft r21— P i- r  1—Pi —
a 2  a 2

~ds2

r2(d02 +  sin20d<p2)
2 —  d r  d a  

a

n r2 1 - P i -

Т. e. приходим к интервалу (7).
Сделаем иные преобразования. С помощью прямоугольного сферического 

треугольника вместо двух координат % и со введем новые две координаты
-1сТ— и |. Очевидно, что

а*
«. l i c T  , , f  • i c Tcos со =  cos £ cos------ ; ctg % =  ctg g s in --------.

a *  a *

Обратные преобразования имеют вид

sing =  sin х sin со, tg i c T =  COS%tg CO.

После подстановки (8) в уравнение (6), поскольку 

sin2cod%2 +  d a 2 =  dl? — cos2gd

получим
— ds2 =  a*2sin2 g [d02 +  sin2 0 d<p2] +

(9 )dg2 — cos2 Id  ( - ^ r ) 2]  +  da*2.

Введем r =■• a* sin | =  a* sin со sin%, тогда (9) примет вид

- i s 2 =  r2 [d02+ s in 20dcp2] +  d - a *2 ( \ -  J ^ d ( £ > y + d a ' \

,или

— ds2 - — Г 1 - )
a * 2 /

c2 dT2 + d r 2 +  r2 (d02 +  sin2 0 dcp2) -(-

a*2

+  da*2 ( 1 ------
V a*2 J

c 2 T 2
+

a*20 - 7 )
+

2D'



Поскольку

Найдем

c o s  со =  1 f  1 — —  c o s - ^ -  = - \ f  1 
у  a2 a* V

a2
a*2

l —
r2
a*

r2 , c T  
1 — —  ch2----

a2 a*

При a* =  const получим интервал де Ситтера

— ds2 =  — ( 1 ----- — ) c2d%2 Н--------— —  +  г2 т 2 +  sin20dcp2).
a*2 / г2

1 —
a*

Пусть ch =  cos =  0, тогда =  —  +  ля =  —  (1 +  2п);
а* а* а* 2 2

с2Т2 =  const; а =  а* (кривизна отрицательная).

При этом (10) принимает вид (a - * ia ) :

—  ds2 =  —  2 (1 + ̂ )
Я2

c 2 d T 4 --------— ------- ЬГ2
1+̂

+  г 2 (fiffi2 +  sin 2 0 d<Р2) —  —  2с- ~ -

где сТ =  аа  =  const a. 
Таким образом,

— ds2 =  — 2a2 da2

1 +  a2

2 —  da dr
-j------- :— [- r 2 (d02 +  s in 2 0d(p2) ----------------------- --- ;-

r2
1 +  ^

(U)

Сравнивая (11) с соотношением (6), которое для гиперболического 
случая нацишем в виде

da \ 1ds2 =  — c2dt2 1 +



найдем

c2dt2 da \2 1/ da V 
\ cdt ) r21 “j"

a2

=  C *d t2 i _  j i A

da  \ 2 -,
cd t J

1 + Я2

При r =  0:

[:1 - Ш ]  = 2a4a*(l ~ T'+ -sr)'“ ̂
откуда при г =  0

или

= 2р2 (—Y;
V сЛ  )  \ cdt )

/ 2

da \2 da __ 1
art ~~ / 1  +  2р2 ’

da
cdx ~~ 2р

что не может иметь место, поскольку для гиперболического случая a =  
=  a0 (chr] — 1), cr =  a0 (sh t] —* т]) и

( ^ ) * const’
тем более при r > 0  уравнения (11) и (6) несовместимы. Поскольку (6) 
удовлетворяет уравнениям Эйнштейна, то (11) им уже не удовлетво
ряет, а могут быть решением иных уравнений гравитации, чем эйнштей
новы.

Рассмотрим отдельно вариант, когда 4-кривизна а* =  const, но вре
мя ict =  x5 =  a*cos(j) =  actg<i>.
При этом

—> ds2 =  a*2 d a 2 +  a*2 [d%2 -f- sin2 % (db2 +  sin2 0d<p2)].

Поскольку dco =  

— ds2 = -

Пусть

icdt
a

a*2c2 dt*
0*2 _|_ c2/2 -f a 2[d%2+  sin2%(d02 4- sin20d«p*)]. (12)

c d t -----=  cdt — —-
a  / a *2 +  c H 2 — cdx =  adr\,

тогда (12) принимает обычный фридмановский вид

— ds2 =  a2[—.dri2 +  d%2 +  sin2%(d02 +  sin20dq)2)].
При этом

n cdt arth ct л я ^



Здесь собственное время т и время, отсчитываемое наблюдателем (из 
-центра) t связано таким же соотношением, как и в специальной теории 
относительности при постоянном ускорении в собственной системе от
счета.

Из (11), (13) и (14) имеем

—— =  tg г] =  — i cos to =  sh
a* • a*

Можно также, полагая непосредственно a*d(o =  —*ia dr\, прийти к соот-
• , а* , don . 1ношению i а г ]= -а со = ----------------------------------------------------- , откуда cos trj= -, что равносильно пре-

а  sin со sin со
дыдущему выражению. Поскольку сН2 =  а 2 — а*2, то

- p -  =  arsh-^- =  a r s h | /  - ~ г ~ У \  r, =  a r c t g j/  - ~ - - 1  ■ (15)

Так как зависимость (15) не фридмановская
а  =  а0(1 — cos г]); сх =  а0(т] —.sin tj),

то эти решения противоречат уравнениям Эйнштейна. Им должны со
ответствовать другие уравнения, резко отличающиеся от эйнштейнов
ских, например % должно быть сложной функцией времени, и в правой 
части уравнения должны стоять дополнительные переменные члены, 
отличающиеся от постоянного h члена.

Это вряд ли делает приемлемым указанные варианты простран
ства— времени в «ортодоксальной» общей теории относительности; счи
тается очевидным, что надо менять или, точнее говоря, обобщать урав
нения Эйнштейна.

В случае абсолютно однородного (изотропного) л-мерного пространства 
постоянной кривизны R* =  — — — —, где гп+\ — радиус гиперсферы в

гп+ 1
евклидовом пространстве (п +  1) измерения (гп — радиус «кривого» прост
ранства п измерений).
При п =  4 R* = ------ — .

а*2
Поскольку

12-а *2 =  сН2 — а2, то R*
сН2 — а2 

Для интервала (5) имеем

R = ^ 0 + #  +  J f >  (16)
12Выберем R = ----- (7) так, чтобы пространство де Ситтера и Фридмана при
а2

определенной зависимости а — а(х) давали бы одинаковое по форме выра
жение для R. При этом получим

а2 , а а    ,
“с2 ^ с2

Общее решение этого уравнения имеет вид а2 =  с2т2 +  а*2; таким об
разом,

< 1 7 )
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При х =  0; а =  do =  i a  (при х = с ; а  =  0), что дает начало разлета (т оп
ределяется с точностью до константы), при а* обе модели совпадают.

На фронте разлетающейся «Вселенной» d% =  0, dx =  0, ds =  0, cdt =  
=  da , a =  ct, что характеризует асимптотически естественную прямоли
нейность первой характеристики.

Если рассматривать не только сферическую «Вселенную», но и 
другие ее виды — квазиевклидову и гиперболическую, то уравнение (16) 
можно написать в виде

причем А =  sin% : % : sh% для |3 =  1; 0; — 1.
Полученные соотношения дают такой же результат, как и соотно

шения моделей Фридмана при %-^а, что нами было получено ранее-[3]. 
Таким образом, переменность х —а —ct, где ct =  cx — собственное вре
мя, делает все четыре координаты х1 совершенно равноправными (и не 
выделяет особо время), что имеет место в обычных моделях Фридмана 
при х = const, т. е. приводит к однородной изотропной модели «Вселен
ной» по всем четырем измерениям. При этом «выполняется» группа 
Пуанкаре и де Ситтера; если х =  const, то модели Фридмана удовле
творяют лишь группе Галилея, что в результате дает закон тяготения 
Ньютона.
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где
Р =  1; 0; - 1

соответственно для трех видов «Вселенной», с интервалом

— ds2 =  а 2 [— dr\2 +  d%2 +  A2 (dQ2 +  sin2 6dy2)}, (19)
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