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НГУЕН ТАНГ

ВЫЧИСЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ КООРДИНАТ ПО МЕТОДУ 
ГИББСА ДЛЯ КВАНТОВЫХ СИСТЕМ

Методом Гиббса получены точные общие выражения для вычисления плотности 
вероятности обобщенных координат квантовых систем и вероятность перехода кван­
товой броуновской частицы. В работе обсуждено уравнение Фоккера—Планка для 
квантовой системы.

В работах [1—5] было показано, что методом Гиббса может быть 
выведено общее выражение для плотности вероятности перехода, а 
также уравнения для этой плотности вероятности в случае классиче­
ских систем. Недавно этим методом были получены точные формулы 
для флуктуаций и корреляций квантовых систем [6, 7], которые явля­
ются квантовым обобщением формул, полученных в [8, 9], и более 
общим, чем обобщение, предложенное P. J1. Стратоновичем [10].

В настоящей работе будет показано, что этим методом могут быть 
получены общие выражения для вычисления плотности вероятности 
обобщенных координат и уравнения для этой плотности в случае кван­
товых систем с внешней постоянной силой.

Плотность вероятности перехода

Согласно [11] плотность вероятности перехода системы из состоя­
ния F ( x ) —F0 (т. е. Fi(x) —Fio, ..., Fs(x) = F s0) в начальный момент U 
в состояние F (х) = F  (Р { (х) = F U ..., F s(x) = F S) в момент t равна

W ( F , f ,  F0, g  = [6 {F  — F M l 6 {F0 — F (*•)(dx”,
0 Po l^o)

(*•)

где po(Fo) — плотность вероятности равновесных значений по ансам­
блю Гиббса, х° и хг — значения канонических переменных в начальный 
момент t0 и в момент t.

Если в начальный момент t = tQ плотность вероятности величин F  
равна 'Wq(Fq) ,  то плотность вероятности в произвольный мрмент t 
равна

W ( F , t ) =
U°)
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или

(1)

где <p(g, t ) — характеристическая функция системы 

'  J  Ро { F  (х°)}
(х°)

В квантовом случае характеристическая функция системы очевидно может 
быть записана в виде

ф(1 , 0 = 8 р ( - 5 4 > е- ‘̂ ^ 1 ,
I Ро <̂ о) J

(2)

где — оператор матрицы плотности для начальных значений опера­
тора F0, ро — оператор матрицы плотности по равновесному ансамблю 
Гиббса.

Из (2) видно, что если операторы F\, F s коммутируют друг с 
другом, то моменты распределения (1) выражаются через ср так:

р г  рГа =  Л+...+Л, ^ + - + " ŝ
dll ‘ - - О 1=0

(3)

Рассмотрим функцию

Z (а, 0, t) =  sp j^ f-exp
Ре

_Но +  o,F ̂

Обозначив —  =  ехр Г^ а’ 6 ’  ̂
z  L 0

получим

Выражение

sp {-— -ехр  [ip (а, 9, t) — (Н0 - f  =  1.

91 =  ~ ~  ехр № (а > е> 0  — Ф 0 +  аР()]
Ро 0

(4)

(5)

можно рассматривать как оператор матрицы плотности для некоторого не­
равновесного процесса, описываемого уравнением движения

dpi
dt =  [Н ,  Р Л -

Этот неравновесный ансамбль может быть образован из равновесного 
с гамильтонианом Я 0 +  aFt путем фиксации переменных F  в момент К и

Wзадаваемой операторной функций Таким образом i|) (а, 0, t) играет роль

свободной энергии ансамбля (5). Если бы р0 =  ^ 0, то ансамбль (5) являлся 
бы равновесным, и, следовательно, средние значения F {n) =  0. Но при 

ансамбль (5) неравновесный, и средние F (n)Ф 0.
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Дифференцируя выражение (4) по а, используя результаты производ­
ной операторной функции в [12], найдем:

д\|) (а, 0 , t)
00

да
п=1

где черта с индексом а означает усреднение по ансамблю (5). 
Дифференцируя (4) по времени t, получаем

dib (а, 0 , t)
- ^  =  aF%, (7)

которое совпадает с классическим выражением [2, 3].
Рассмотрим вспомогательную функцию К

К (I, a, t) =  sp{e llFt'pt) =  exp {— i lF t) . (8)

Из определений (2) и (8) заметим, что характеристическая функция (2)
связана (8) следующим образом:

Ф(|, *).=  К(1, 0, t). (9)

Если операторы F t, . . .  , F s коммутируют друг с другом, то моменты 
распределения (5) равны

nt+ . . .+ n s d ^ + - + ns K  i 

F l  • • •  s 1 ■ (  0 )  °Si ■ ■ ■ ss ,|=0

Когда a — 0, выражение (10) совпадает с (3). Таким образом, если 
функция К  определена, мы можем найти плотность вероятности пере­
хода и моменты системы.

Рассмотрим случай неравновесного стационарного процесса (опе­
ратор матрицы плотности зависит только от разности времени
x =  t\— 12, [р =  р(т)]). Далее будем рассматривать линейные диссипатив­
ные системы, поэтому всюду для произвольного оператора А можно 
считать1:

A ltn) = [A t ] in).

Аналогично [6, 7] найдем:

.____________  __________ а °° в %т /  гй у
-J- [Ар P t— ? 0] + — 2 “ ■ F t — F 0 ' =  — 0 ^  (2m)!\  0 )  1 да

т—0

да
т=О

Второй член правой части этого выражения относится к равновесному ан­
самблю с гамильтонианом Н0 aFt. Считая, что F t — F0 =  0, из ( I I )  по­
лучаем выражение

1 Это выражение может быть доказано дифференцированием по времени; формулы 
At =  sp {Af р*}, если пренебречь членами, содержащими а.
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1 гл г В 1 а \ Ч В 2tn / ^  \2т X| - [ l „ F ( - F o]+  =  - 0 ^

т =О

( д . ?д . /9»*и

(2т)! Л  6

\ да  * J да * ^=о J W  ^

черта в левой части означает усреднение по равновесному ансамблю с 
гамильтонианом Н0. В силу обратимости уравнений движения по времени 
из (12) получаем

29 V  В ш  ( - Т  f д [̂ а ]{2т) ~  =  -
(2т)! \ 0 / V dak dak j a= о

т—О

/,2т)
^ n Q y  В2т / t t i \ * n {  d[F k (t) ](2m) д  \Fk ( t ) 1 W  ) n 3 v

Z j  (2m)! V 9 /  1 дщ dai Ja=o'
m—0

В случае At = ( F t — F0)n~l из (11) имеем

oo

x ? i ^ . [ v T 0*-e5] , ,

m=0
d

где P =  ~^r- dt

Поэтому функция К  равна

/С =  ехр[— i l ( F t— F0)] =  

00

f  /ft \ 2«  f  d=  exp{ _ «  [ > , ^ * - 0 2
m= 0

Воспользовавшись соотношением оператора (13)

еЯ+5 =  е 2 Й Й Л 5 ,

найдем выражение характеристической функции.

оо

ф =  «<5, о, о  =  exp(J2L £  ( « ) • »  [ - 1 - Ж ^ К Г '  -
т=0

) Э )  exp(— ( F ,  —  F 0 )}о=0. (14)
оа j а=о

Таким образом, если известен момент Ft — . вычисленный по неравно­
весному ансамблю (5), то можно вычислить характеристическую функцию фъ

------- а
а следовательно №. Момент Ft — F0 может быть определен из макроскек 
пического опыта, или из усредненного уравнения движения.
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Вычисление плотности вероятности перехода обобщенных координат

В случае F =  Q (обобщенные координаты) имеем

Ф (£, 0  =  ехр
£20 W i i ) -S B % m  f

(2т)! \
т—О 

, (2т) )

(Q,-Qo),2W-
да

да
(Qi — Qo)(So4 exp {— i l  (Qt — Qo)}a=

) a= 0

Предположим, что среднее Q? удовлетворяет усредненному урав­
нению движения с дополнительной силой а. Аналогично классическому 
случаю, это предположение становится справедливым по истечении 
времени перемешивания ансамбля. Тогда из усредненных уравнений 
Движения можно найти функцию ф, а следовательно W. Например, 
рассмотрим свободное движение квантовой броуновской частицы. Из 
ее усредненного уравнения движения под действием дополнительной 
силы —а  получим

mq? + yqat = -'й 
ft

Найдем

at

У
(е " — 1) +  q0.

Ф(§, 0  = е х р | -
0 / . Й , — +  — - ( е  
У 2у

yt

1) Ctg hy
20m }•

Таким образом, из (1) получим плотность вероятности координаты

W ( q - q 0, t) =
/ 4 л /  ( 0 , 0

ехр

где
yt

Д 6 ,  t ) = * -  +  J L ( e  '
Y 2Y

l)ctg

j{4 — <7o)2 
4/ (9. t) J 

fry

i  (15)

20m

Из (15) найдем выражение среднего квадрата смещения квантовой броу­
новской частицы, которое было получено ранее в [6, 7], а также выраже­
ния моментов.

В диффузионном режиме Q  >  —  ̂  уравнение (15) принимает вид

W ( q - q 0, t) 1

4 nDt
exp f(<7 — ?o)2 

4Dt

т. e. в этом режиме квантовые свойства не появляются. В том случае, 
когда броуновская частица находится в поле тяжести „

rwft +  у q? =  m g— а
без труда находим

W ( q -  qQ> 0  =
1 [ч — Яо — Q (01*1

/ 4 л / ( 0 , ^ )  еХР{  4/ (0, t) } ’
(16)
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где f  (0, t) — выше написанная функция, и
yt

у y2
(е т -  1).

Выражения (15) и (16) описывают гауссово распределение.

Уравнение движения для плотности вероятности перехода

Рассмотрим броуновскую частицу под действием постоянной внеш­
ней силы F. Усредненное уравнение движения частицы при пренебре­
жении силами инерции имеет вид

у ($  =  Р - а . (17)

В квантовом случае, дифференцируя выражение (14) по времени t и 
используя уравнение (17), получаем уравнение для характеристической 
функции ф

<?<р __
dt

Ф i lF
ф .

У У

Используя преобразование (1), найдем уравнение Фоккера — Планка

d W

dt

J d W

dq2

d W

dq
(18)

Поэтому для квантовой линейной системы в диффузионном режиме 
в случае постоянной силы уравнение движения для плотности вероят­
ности перехода имеет такой же вид, как и в классическом случае. Когда 
внешняя сила зависит от координаты, вывод уравнения движения для 
плотности вероятности перехода методом Гиббса затруднен, так как
представление моментов Qnfl через функцию ф математически сложно.

Вычисление стационарной плотности вероятности

Стационарная плотность вероятности величин F\, F 2, ..., F s выра­
жается через характеристическую функцию фо(£) формулой

W0(F) =
(2я)5

ОО

j )d -l, (19)

где

Ф о (£) =  sp jexp  [— i lF ] exp 'Ф Но

Если операторы F v . . .  , F S коммутируют друг с другом, то моменты выра­
жаются

F? . . . F nss = i
.Л.+...+Л, d n' + - + ns Фо

dg"1 . . . d^ s

Рассмотрим вспомогательную функцию

1=0

Ко (I, а) =  sp jexp [— ilF ]  exp г|? —  H 0 —  a F =  exp (— i^F) рав - (20) 
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тде черта с индексом араз означает усреднение по равновесному ансамблю 
с гамильтонианом Н0 +  aF . Из выражения (20) заметим, что

ф0 ( i )  =  /Со ( i ,  0).

Таким образом, если функция /С0 (£ ,а ) определена, то характеристическая 
функция ф0 (I), плотность вероятности W0 и моменты определены.

Аналогичным же путем, как сделано в [6, 7], и согласно (11) най­
дем выражение

— -  Г рав • F рав =  -  э _ ^ ! ! L  + '
2 да

■ е у  В2т (  tft \2т дА{2т)Ярав _
~Т~ Z j  (2т)! \ 0 )  да

т= 0
—а ' оо

=  _  е L  +  е у  Л и -  №  V "  ± -  [ Г “ р й > , (21)
да ^  (2т)! \ в )  да lt

tn—O

где черта с индексом анер означает усреднение по неравновесному ансамб­
лю (5) (# 0^ р 0). Предположим, что в начальный момент t =  0 система с 
гамильтонианом Н0 +  aF  находится в равновесном состоянии. После вклю­

чения операторной функции система выходит из равновесного со-
Ро

стояния и совершает неравновесный процесс. Таким образом, среднее зна­
чение произвольной величины по равновесному ансамблю должно равнять­
ся ее среднему значению по неравновесному при t  —  0

Г рав= й еоР. (22)

Аналогично тому, как сделано выше, из (21) и (22) найдем выражение 
характеристической функции

v  п- лч Г £20 Г ^ а?ав ,<P„ =  * G , 0 ) . =  e x p | - J L - [ -----------_  +

ОО j

+ 2  Ш т Т  1  <̂ ”P)£”’] L ехр(-  (23)
т = 0

Поэтому с помощью усредненных уравнений движения можем вычис­
лять функцию фо(|), тогда преобразованием (19) стационарная плот­
ность вероятности Wq будет определена.

В качестве примера вычислим стационарную плотность вероятно­
сти координаты гармонического квантового осциллятора. Его усред­
ненное уравнение движения имеет вид



таким образом,
/т\ ( l 2fl bw)ФЛЮ =  е х р . | -  — c t h ^ - } ,

\vr /  \  f  m w  л .  Y  2 С О т ш  , ,  b w  )

= ехр{ - ‘' —  thir}-
Э тот результат совпадает с результатом, полученным обычным мето­
дом в квантовой статистике (формула Блоха).

В заключение автор выражает глубокую благодарность проф. 
Я- П. Терлецкому за руководство работой и ценные советы.
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