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В. П. ДОЛ ГАЧЕВ

О ДВИЖЕНИИ ДАЛЕКИХ ИСЗ В ГРАВИТАЦИОННОМ ПОЛЕ
ЗЕМЛИ И ЛУНЫ

Содержатся выражения возмущений первого порядка элементов орбит ИСЗ от 
сжатия Земли и второй гармоники притяжения Луны, которая считается материальной 
точкой, движущейся по круговой орбите. Выведенные формулы пригодны и для ана­
лиза возмущений от Солнца.

В предыдущей работе [1] были получены выражения для вековых 
возмущений далеких ИСЗ в гравитационном поле Земли и Луны, при­
чем учитывались возмущения от второй гармоники земного потенциала 
и второй и третьей гармоник 'притяжения Луны, которая считается 
материальной точкой, движущейся по эллиптической орбите.

Оставаясь в рамках классической схемы, Предложенной Лагран- 
жем, были получены возмущения в элементах |Лагранжа, при этом, 
естественно, полученные формулы для вековых возмущений справед­
ливы для малых эксцентриситетов и наклонностей.

В данной работе рассматриваются возмущения от второй гармо­
ники потенциала Земли и второй гармоники прйтяжения Луны, кото­
рая считается материальной точкой, движущейся по круговой орбите.

невозмущеннои истин-Путем перехода к независимой переменной 
ной аномалии спутника получены вековые и долгопериодические воз­
мущения первого порядка в движении ИСЗ.

Выведенные формулы пригодны для орбит с произвольным на­
клоном.

§ 1. Постановка задачи

Выберем прямоугольную систему координат Oxyz с началом в 
центре масс Земли так, чтобы плоскость хОу совпадала с  плоскостью 
орбиты возмущающего тела (Луны), а ось Ох была направлена в пе­
ригей орбиты Луны.

Тогда, разлагая возмущающую функцию задачи в ряд по полино­
мам Лежандра и ограничиваясь вторыми гармониками потенциала 
Земли и притяжения Луны, можно написать
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Ur г2 1 a2 ( 3  7
R =  i  —  (3cosJ 4) — 1) +  1 ~ T  {N' +

-j- N2 ~Ь cos 2v (cos 2w (N2 — N{) -j- 2NXN  ̂sin 2oj) -j—

+  sin 2v (sir 2(0 (N2i — N2) +  2^ 2cos2(0) ] I , (1)

где
fiL =  fmL, HE =  ftnE,

cos =  cos и cos (Й —- vl) — sin и cos i sin (Q — vl),

Nx =  sin i cos e +  cos i sin e cos Й,

Nz =  sin e sin £2, и =  v +  ©,

/ — постоянная тяготения, mE и mL — массы Земли и Луны, г и rL — гео­
центрические радиусы спутника и Луны, v и vL — истинные аномалии
спутника и Луны, J  — параметр сжатия, а0— экваториальный радиус Зем­
ли, со — долгота перигея, i — наклонение, £2 — долгота узла орбиты спут­
ника, е — угол между плоскостью экватора Земли и плоскостью орбиты 
Луны.

Обозначим первый член выражения (1), имеющий множитель jxL, че­
рез Rl , а член, содержащий множитель \iE, через ЯЕ- Если вместо cos 1J3
в Rl внести его выражение через кеплеровские элементы спутника и Лу­
ны, то Rl примет следующий вид:

R l =  — rtfr2 (3 cos2 i — 1) +  —  rfir2!  sin2 i [cos 2 (Q — vl)
8 8

+  cos 2 (v +  g>) ] +  2 sin4 —- cos 2 (v +  Vl - f  ю —• P) rf

- f  2 cos4 —  cos 2 (v — vl 7 ® ] , (2)
2 J

где

n2 -  Hn i ~ ~ T

Если принять невозмущенную истинную аномалию спутника за новую 
независимую переменную, то уравнение Лагранжа для оскулирующих 
эллиптических элементов, пригодные для вычисления возмущений первого 
порядка, примут вид- [2]

da 2 ( г \2 1 dR

dv Фа \ a J  у  \__е 2  дМ0

de у  1 — е2 г у  dR -1 г V  dR
dv n2aze \ а I dM0 п2а2е .[ а ' / д<о

d a _ ctg I / г \ 2 dR . 1 / г \ 2 dR
dv п2а2 (1 — е2) \ a J di п2а2е \  а )  de ’

di _  ctg i / г у  dR 1 . / г; \2 dR
dv п2а 2 ( 1 — е2) \ а )  dot п2а2 ( 1 — е2) sin i \ а J  3Q



dQ
dv

dM0
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1
n2a? (1 — e2) sin; ( i j

a dR 
di

У I - '
n2a2e

dR
de

dR
(3>„ 2 a Y  1  _  e 2  \ a J  da

среднее движениеЗдесь a — большая полуось, е — эксцентриситет, п 
и М0 — средняя аномалия спутника в эпоху.

Время t связано с невозмущенной истинной анойалией следующим 
соотношением:

t — т ( 1 - е 2)-  е2)3/2 Г» 
п J (1 —j-ecosw)2’

в котором т — момент прохождения спутника через перигей.

§ 2. Зависимость между истинными аномалиями срутника и Луны

Для вычисления средних аномалий ИСЗ и Луны на данный мо­
мент времени t служат известные формулы !

М =  М0 +  tit, ML =  M \ +  nLt, | (4)

где л и nL — среднее аномалистическое движение спутника и Луны, а 
М0 и M{l ] — средние аномалии в начальную эпоху.

Обозначим отношение средних движений п и nL через т и т =
Пт !

==-----. Исключая t из уравнений (4), получим Ml =  Мх +  тМ, где поло-
п :

жено Мг =  M(l ■— тМ0.
Воспользовавшись уравнением центра и пренебрегая эксцентриситетом 

орбиты Луны, получим

vL. — M1 +  m (v  — 2e siny +  еаsin2v +  . .  =  Mt +  mv +  m efip),

где f (v ) — ограниченная периодическая функция v.
Пренебрегая в выражениях cos 2 (v ±  vL - f  со — Q) малыми порядка ет, 

получим окончательное выражение для возмущающей (функции Rl :

Rl =  -̂ ~ tifr2, (3 cos2 i — 1) -j- —  п\гг J sin2 i [cos 2 (Q — M% — mv) +
8 8  ̂ !

+  cos 2 (v +  to) ] 4- 2 sin4 cos 2 (a - f  mv +  Mt -j- at — Q) -j-

-j- 2 c o s 4 —  cos 2 (v. — mv —* Mx +  ю + (5)

§ 3. Формулы Длй возмущений

Вычислив соответствующие производные от R l  
и подставив их выражения В уравнения (3), получ 
ренцйальных уравнений движения спутника, в кот 
являются функциями истинной аномалии V-.

и Re по элементам 
им систему диффе- 
эрых правые части



Воспользовавшись разложением в ряд Фурье выражений вида  ̂ —  

по кратным истинной аномалии v, будем иметь
оо

( г ~ У  =  МТ +  Ш {п] (е) coskv, 
k=i

где
2я

Мп '* (е) =  —— ( (1 +  е cos v)~n cos kvdv. 
2я .12я ,

о
Интегрирование системы (3) в предположении, что в правых ча­

стях элементы орбиты заменены постоянными величинами, дает воз­
мущения первого порядка

а =  а0 б-jа, в =

М0 =  М0 +  6iM0,

где а0, е0, . . .  , М0 — постоянные интегрирования; бга, бхе, . . .  , бхЛ10 — воз­
мущения соответствующих элементов.

При интегрировании системы (3) сохранены вековые возмущения, а
„ 2 ятакже периодические возмущения, общии период которых по v равен-----.

Такие периодические возмущения будут соответствовать тем чле­
нам в Rl , для которых k =  n и в дальнейшем будут называться долго­
периодическими возмущениями. Окончательные выражения для вековых 
и долгопериодических возмущений от Луны для всех шести элементов 
имеют вид

\ аь  =  0, ,

SjWl =  — cos i • \Ql +  \ C l ,

6xt L =  —  ( V f  ~  Y i  +  —  • —  M 0) sin i cos 2 (Q —
2 m |_

— Mt— mv) +  JH{2) sin2 tg cos 2 (mo -f- со — Q +  Mx) +  -

+  M(P  cos2- j-  ctg ~  cos 2 (mv —■ со — Q -f- Mt) j ,

6XQ L=  (̂ —- ^ —  Jcos i £ — 2mM$)v +  2mMii ) < v cos2co +

+  M(40) sin 2 (mv — Q +  ^ i )  j  +  MT £sin2■— sin 2 (mv +  со — Q +  M±) —

— cos2- i - s in 2 (mv — ш — Q +  Mx) j ,

btM0L =  6XCL - - L ( ^ ) 2 1-----( M P  [3 cos2i - l ] v  +
2 \ na2 J  у  i _  e 2  v
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+ 3 |sin2t J (̂Mi2) cos 2<o) v -\- —  Mi0) sin 2 (mv +  Mx — Q)J +

M < 2 )  r

+  — —  sin4 —  sin 2 (mv +  ©—  Q -j- МЛ -f- 
m L 2

+  cos4 sin 2 (mv — o> — Й +  Mi)

Здесь

\ B l =  M?] v sin2 i sin 2o)----- — sin4 —  cos 2 (mv +  (o — Q - f  M,) +
m 2

+  —  cos4 —  cos 2 (my — to — Q ■+ МЛ ] ,
m 2 j

6' Ci “  T  (■f T  (■v ) s T  { 2M" ’ ( t  - 0082 0  0 j -

— (2M{31) +  M(4) — m£3)) [ v sin2 i cos 2co -j— — sin4 —  sin2 (mv-\-iо — Q-f ■M1)+
L m 2

+  —  cos4 —  sin 2 (mo — о  — Q - f  М.Л 1 — 
m 2 J

----- — Мз * sin 2 (mv— й -f-Mi)} .
m J

В выражения возмущений элементов входят следующие коэффициен­
та  ряда Фурье: Л4з\ Л4(40), М{2).

Воспользовавшись реккурентными формулами для коэффициентов М(пк>, 
полученными Аксеновым Е. П. [3], находим

Л4" = -----

дй»> =  (1  +

M i" =  — -L  е (е* +  4) (1 — е!Г ’л .

М ?  =  —  в8(1 — ег)~’/’ .
2 ■ ;

Что касается выражений для возмущений элементов орбиты ИСЗ 
от второй гармоники потенциала Земли, то можно получить замкнутые 
выражения как относительно эксцентриситета, так и относительно на­
клона орбиты, на что впервые указал Козаи (Kozai У) [4].

Приводимые ниже выражения для возмущений элементов отлича­
ются от формул Козаи только тем, что элементы орбиты спутника от­
несены к плоскости орбиты Луны, тогда как у Козаи приняты эквато­
риальные элементы. Полученные нами выражения приведены здесь для 
единообразия и возможности проведения анализа совместного влияния 
Луны и сжатия Земли на движение далекого ИСЗ.



\ e E =  - ± - J a l ( - L . 6 ^ E ----- i- e .B s V
2ep V p a J

Ъ-у(Л£ =  — cos i -f- 6-̂ C/j,

! 6xt£ =  —  ,/ Y -^ -Y — -— Г cos +  (  sin2 i sin2 e sin 2Q —
2  V p J  sin/' L \

-----sin 2i sin 2e si; (о +  e sin v) +  - i -  (N5cos 2© -f

- f  iV6 sin 2to) ( e sin v +  sin 2v +  -j-  sin 3v^ —

-----Y  (N6cos]2(0 — N6 sin 2(o) ^ecos v +  cos 2v -j— ^  cos 3z^ j ,

: =  ------— J  ( -^2-V  — l-—  Г 2N3 (v +  e sin v) +  (N. sin 2(0 —
4 \ p J  sin i L

— N3 cos 2co) ^e sin v +  sin 2v +  —■ sin 3u^ —

— (Ni  cos^oo -f- N3 sin 2(o) cos v +  cos 2v +  -g- cos 3t>̂  J ,

dtM0 =  -  ] / T - 7 2 брБ  +  3J  - ------ a° j (-*- — N*— N1) (o +  esino) —
a p Y  l _  g* [ \ 3 J

----- 2~ — W?)-cos2® +  2NtN2 sin 2© J ^e sin v +  sin 2v -j- -g- sin 3v'j +

j + - f  — N 2) sin 2(o 2NlNi cos2<o J  ^e cosy +  cos 2t»' +  -^-cos3t>j|,

Де

£ И я - 2е |^1----- cos v +  cos 2v +  cos Зу —

— £ (N2 — N 1) cos 2(o -f  2 В Д , s i d 2 a , ] [ f  (3 +  e2) cosv +

+  ( l  +  с 2o 4-  ̂  ̂1 +  cosЗу +  e2cos 4v - f  cos 5y j  —

— [ (N2 — N\) sin 2a> +  2iVxÂ2 cos 2co j  (3 +  e2) sin 0 +

+  ^ l +  - j  e2  ̂ sin 2у +  -у-е  ̂1 -j- sin Зу +  e2sin 4y +  '^_sil1 >

\ B e  =  — [ (N1 — iVl) sin 2(0 - f  2NtN2 cos 2(o] sin у - f  sin 2y +  sin 3yj - f  

+  [ (N2! — Nt) cos 2© — 2NxN2 sin 2(o] cos у +  cos 2v +  cos 3y^,

 ̂ ^ 1 ----- — (Л/j +  iVI) J ^1 -|— — e2^ sin у +
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+  —  sin 2v +  sin 3v
2 12

fl — N2i) cos 2co 2N1N%sv  2ш] x

X £(2e2 — 1) sin v +  3e sin 2v +  ^7 +  s b 3 y  +  J - e s i n 4 y  -b

- f  - j -  sin 5o J 4— [ (A/'f — Nl) sin  2© +  2N1\N2 cos 2(o J x

X ( ^ ~ e2 — c°sy +  3ecos2t> -)— / 7 4 — Ц- е^соэЗи +  —  ecos4o

-j------- cos 5v
4 }•

N3 =  sin 2i cos2 e - f  cos 2 i sin 2e cos Q — sin 2i sin2 e cos2 Й, 

W4 =  cos i sin Q sin 2 e — sin i sin2 e sin 2Q,
lNb =  sin2e sin 2Q (1 +  cos2 i) sin 2i sin 2e sin Й,

N6 =  sin 2e sin i cos Q -j-2  sin2 e cos 2Й cos i.
Вышеизложенным методом можно получить выражения. для долгопе­
риодических возмущений с учетом eL и ет. Такие формулы получены, 
однако объем статьи не позволяет привести эти выражения.

В заключение необходимо отметить, что, приняв плоскость эклип­
тики за основную плоскость отсчета, можно по аналогии написать вы­
ражения для вековых и долгопериодических возмещений от Солнца.
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