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МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА

с помощью р рентных формул. Получены формулы изоскалярных факторов для
произведения ] X [gOO] и для: старших подмультиплетов в случае произведения
[/00] X [00—g] 1  частном примере разложения произведения {26—2] X [20—2] рас
смотрен число расчет с учетом, дополнительных условий симметрии.

В последнее время появилось большое число публикаций, посвя
щенных теории коэффициентов Клебша— Гор дана унитарной группы 
(см. ссылки 8 статье [3], а также [2—8]). При повышении ранга группы 

сложность расчетов резко возрастает. Если формула Вигнера для обыч
ных коэффициентов Клебша— Гордана (группа U (2) или SU  (2 )) содер
жит однократную сумму, то для U (3) только для частного случая (одно 
из перемножаемых представлений симметрично) соответствующая сум
ма является (Шестикратной [9]. В связи с  этим возникает задача отыска
ния более Эффективных методов расчета, чем в значительной мере 
объясняется [большое число работ в этой области, появившихся уже 
после того, как были рассчитаны некоторые частные случаи { 1].

В настоящей работе излагается методика расчета изоскалярных 
факторов г| у̂ппы U (3) на основе полной системы рекуррентных соот
ношений, полученной в [3]. Отметим, что два (из четырех возможных) 
реккурентйь|х соотношения для коэффициентов Клебша— Гор дана груп
пы U (3) были приведены в [2], однако соотношения для изосклярных 
факторов в ©той статье не были получены.

В § 1 и 2 рассчитываются формулы для вариантов ff00]Xfe00] и 
f/00] X [00—|f]. Эти формулы могут представить самостоятельный инте
рес, несмотря на существование упоминавшейся выше более общей фор
мулы Мо шин е к о г о [9], поскольку она вряд ли удобна для анализа част
ных случае». Метод, основанный на реккурентных соотношениях, яв
ляется, с м^шей точки зрения, наиболее простым при числовых расче
тах. В качестве примера в § 3 дается расчет для варианта 2 7 x 2 7 , более 
сложного, чем варианты, приведенные в таблицах Сварта [1]. Обозна
чения статен соответствуют обозначениям работы [3].

В качестве первого примера применения общих формул рассмотрим 
произведен^ полностью симметричных представлений [/00} X [g00], равное, 
как нетрудно заметить при рассмотрение соответствующих схем Юнга,

№ 4 — 1968

УДК 539.12.01

В. С. ТУМ АН О В

К т Р И И  КОЭФФИЦИЕНТОВ КЛЕБША—ГОРДАНА 
ГРУППЫ U (3)
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§ 1. Произведение {f00] X  fgOO]
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]£  [/ +  £ —&> k> 0],, где при / >  g  суммирование ведется от 0 до g, а при

2 — т%= 0, из фор-/ < 5  — от 0 до Л Поскольку /а =  /3= g 2 = g z =  h3 
мул (4) [3] следует, что для старшего подмультиплета (пх =  /г1; п2 =  ft2) 
отличен от нуля только один изоскалярный фактор [/0, g0, /гх/г2] =  1. Для 
нахождения остальных изоскалярных факторов надо решить систему

(hx— я2 +  2)*/* (ft2 — «2 +  I)1/* [/х о, т Д  пхд2 — 1] ==

=  — («1 — liYh (/— î)V2 \к + .Ю , т Д  л,л2] +
+  («! — mi)1/* (gr — /«!)*/*[/jO, mx +  10 , л,па]; (1)

(/!! — « ! +  I)1/» (rtx — Ла)1/* [^0, т Д  « j — 1я2] =

=  (пг — mtft* (f  — /i)V2 [ix +  1 о, т Д  /tyi2] +

4 - («i — liYu (g— rntf'* [/Д m1 +  1 0, пхпг\. (2)

Рассматривая последовательно решения системы (1) при я1 = А 1> 
n2 =  h2, h2 — 1, . . . , можно заметить закономерность

If — k 0 , g  — n 0 , h 1ht — ( k + n ) ]  =  (— \ ) * y ( k ,n ) x \
г k \n\ (кг -  f  -f fe)l ( h  -  g  -fr n) 1 (ht - h 2 +  1)! ] V. ;
L(£ +  л)! ( î — /)! (Ai — S’)1- ( î — 2̂ +  1 +  & +  ft)! J

для cp (k, n) получаем уравнение ф (k, я) =  q> (& — 1, n) - f  ф (k, n — 1), имею
щее при начальном условии ф (1, 0) =  ср (0, 1) =  1 решение <р (k, rt) —
=  (k-\- ri)l/kln\ Выделяя множитель, зависящий от 1г, т1, имеем

[ixo, m fi, м . ] = о  ( - 1 у - ' ,  г (!‘r ! ,!!,(lh~ m!!r
L (/ — кУ- (g — т .̂ _

£) _  £ ____ (J}2_— fl2)! (hi — +  1)!
• г -

(3>

(h1 - f ) \ ( h l ~ g )\ (h l ~ n 2 +  \)\

Затем решается уравнение (2) с начальным условием (3). Замена 

[/Д т Д  ^  — kn%\ = D (— l) f~̂ *x' (А, /х, т х) x
(fei — lx — k)\ (ht — mt — k)\ (hx — h.2 — k)\ T/2

X Г(f-h)\(g-m i)\k\ (hx — /г2)!

упрощает это уравнение:

ОС (£. *t. ™i) =  — (hi — m1— k  - f  1) (/ — /г) %(k — 1, /j +  1* /«i> -h .
+  (Ax — h  — k +  1) (g — m j% (k — \ ,lx, mY +  1), (4)

X(0, h , mi) = 1.
Рассматривая частные решения для k =  1, 2, 3, можно заметить общую
закономерность:

k
%(k, (— 1)

s= 0

k\ (g  — mj)\

X

s! (k — s)! (g — mi — k -jr s)! 

(hj — lx — s)l (/ - -  Zt)! (h], — mx —  ̂+  s)!

(Ai — к — k)\ ( f— к — s)! (Ai — mi — А)! '

X

(5)

Для проверки общей формулы (5) во второй сумме правой Части ра
венства (4) надо сдвинуть на единицу индекс суммирования, после чеп>
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тождественность} левой и правой частей при 0 < 's < &  становится очевид
ной, слагаемые с Is =  0 и s =  k  рассматриваются отдельно. В итоге получаем

(hi

/00 g00 h jt20 
JxO mx0 пхпг 

■A, +  1) №  -  « 2 )! (hi -  ni)\ (n, -  h2)l (f -  li)\

hi—«1
X

(ftx -  /)! (*i ~  - « 2-b 1)5 («1 -  /1)! («1

(ftj — li  — s)! ( « 1  — s)!

) ! (g -m 1)! Т/
— « 1)! ' J

X

s=o
(ftx —  n 1— s)! (£ —  m, —  ft,. +  « , - f  s)! ^  —  s)!

(6)

Слагаемые, имеющие в знаменателе факториал отрицательного числа, 
обращаются в куль, поэтому пределы суммирования в (5), (6) являются 
лишь максимально возможными, и ряд может содержать меньшее число 
слагаемых. Аналогичным образом обращаются в нуль изоскалярные фак
торы для и т 1> я 1.

Выражение (6) можно переписать в другом виде, заменяя индекс сум
мирования s ' = = — пг— s. Сравнивая новую и старую формулы, полу
чаем равенство

gOO /00 /1]/г20 
т г0 /х0 пуп% ( - 1)

/00 g00 /гхЛ20 
/х0 т х0 «jrtg

(7)

которое соответствует условию симметрии (14.3) работы [1], Поскольку

( - 1) =  ( - . 1) 2—1 =  ( ~  1 Г ,
из формулы (7) при нашем выборе фазовых множителей следует значение
Ei =  (— 1)**-

§ 2 .  Произведение [/00] X [00 — g]

Рассматривая схемы Юнга для произведения [ggO] X [/00] и сдвигая 
затем все числа ht на величину g, находим разложение

[/001 X [00— g] -  £ [[/  -  k, 0, k — g]
k

(суммирование от 0 до / при f K g  и до g  при / >  g-).
Ограничимся в этом случае выводом общей формулы для изоскаляр

ных факторе» старшего подмультиплета, остальные изоскалярные факто
ры можно получить из соотношений

(hx — п2 - f  2)‘/г (n2 — h3)l/i [/х0, 0т2, пгщ — 1] =

== — (/х — rii 4" 1) (f — 1̂)  ̂\1\ ~Ь 1 0, Оота, n-ji^ 4"

(п1 — т% 4- l ) 7, (g +  т2 4- 1)г/г [/х0, 0т2 4- 1, пхпг\,

(hj — % +  l)4 l (nx — hz 4- 1) ,/г [IjO, 0т2, п — 1п2] =

=  (/1— пг 4- 2)1/г (/ — 1г)Чг [ ^ + 1  0, 0/п2, пхпа] —
— (яа — тг)Чг (g 4- т2 4 - 1)1/2 [/, 0, От, 4- 1, пгп2].

Левая часть уравнения (10) [3] тождественно обращается в нуль, для
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определения изоскалярных факторов старшего подмультиплета использует
ся уравнение ( 11) [3]:

(к +  .I)7, (/ -  к  +  l)Ve \к ~  10, 0т2, hx0] -
— (1 — m2)‘/2 (g  +  т2Уи [/jO, 0т 2 — 1, В Д  -  0 . (8)

Последовательное применение равенств (8) приводит к соотношению

причем последовательность обрывается при / — k <  hx. Используя условие 
нормировки, находим

§ 3. Вычисление изоскалярных факторов для случая кратных
представлений

В заключение приведем пример числового расчета изоскалярных 
факторов для непроводимых представлений, входящих в произведение 
с кратностью, большей единицы. Для однозначного определения необ
ходимы дополнительные условия, в качестве которых в данном случае 
выбираются условия симметрии изоскалярных факторов при переста
новке сомножителей и переходе к сопряженным представлениям (см. 
формулы (14.3) и (14.13) работы Сварта ![1]). Условия (14.9) из [1] мы 
не используем, поскольку оно для случая кратности, большей единицы, 
было введено в упомянутой статье в качестве предположение.

Рассмотрим произведение [20—2 ]х [20—2](27Х 27) и вычислим изо
скалярные факторы старших подмультиплетов для октета [ 10— 1], вхо
дящего дважды в это произведение, и представления [20—2], входящего 
трижды.

Для первого случая ([10— 1]) введем обозначения

2 * ! +  х2 — ]/5 *4 +  2х7 =  0, 4хг— ]/5 х2 +  2 / 5  х4 +  2х7 =  0,

Добавляя условие симметрии при перестановке сомножителей (формула

[/ — k0, 0hx — / +  k, hi0] =
(f  _  h l ) l (hl _  f  +  g  +  k ) \(/ _  k  +  1), - y ,

( f - h 1-k)\(h1- f  +  g)\(f +  1)! /г! _ [/0, Qhx- f ,  M I ,

[/ — kO, 0hx — / +  k , hjO] =  £ ( h j - f  +  g +  k y . j f - k + i y .  
( f - h i ~ k ) \  k\

f-h t

s= 0

Уравнения (10, 11) [3] приводятся к следующему виду:

2 х х —  ] / 5  х 3 =  0 ,  ] / 5  х 4 4 -  2 х 7 =  0 ,  х 5 =  х 5 =  х в =  х 6 =  0 ; 

х 7 —  х 7 4 -  х 8 4 -  х 8 =  0  5 ( х 7 +  х 7) —  3 ( xs —  х 8) =  0 ,

*з — -Ь х4 4- х4 == 0, 3 (х3 4- х3) — (х4 — х4) = 0.

(14.3) [1])
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‘ j

4, =  — i k .  (t =  1, 4, 8); x{ =  %xXi (i =  2, 3, 7)

и условие нормировки, 
ляющую изоскадярные

Хх —

Хч

42

*7 =

/ 3 0

получаем систему уравнении, однозначно опреде- 
факторы:

__ / Ц  v _  / 7 0
21

/ 7 0  _
105 ’ ’ * 4 35

18

хч

У 14

14

, Х2 =

= - 5 / 1 4
42

/ 6 х _  / 6

(Ei =  1),

/ 3 0
18

/ 3 0
18

- / б

Векторы, соответствующие |г === 1 и =  — 1, ортогональны друг другу. 
Для второго случая ([|20 — 2]) введем обозначения

^  =  [20, 00, 2®), у2 =  \[20, 1 - 1, 20], г/3 =  [20,2 - 2,20], yt =  [ 10,2 -  1,20],

, Si =  [[00, 20, 20], . yt =  [2 -  1, 10, 20],

У ь -
в которых уравнения

2 / 6  уг — 2 г/а 4- ?4 +  

Как и в предыдущем

й = ы
Если == — 1, то уь

[10, 10, 20], г/6 =  [2 - 1,2 - 1,20],

( 10, 11) [3] имеют вид:

2 ]/б уг -f- 4г/3 +  4 1/4 — V^5 г/5 - - 0, у.г j/З у9 —• 2i/4 +  ]/2 t/e — 0,
(9)

мировки однозначно определяют yL: 

/ 7/ 4 2
Hi — ^  ' » #2 —

2 / 5  & == 0, 5г/2 — / 3 t /3 +  5t/4 +  2 l/ 2  (/„ =  0. 

случае, используем условие симметрии 

г (г =  1, 3, 5, 6), yt =  — ^  (i =  2, 4).

=  ув =  0, и уравнения (9) вместе с условиями нор-

14 Уь 42

(5i =  - l ) .
Случаю ix =  1 соответствуют два решения, для определения которых вос
пользуемся условием

[0 -+ 2, 00, 0 -  2] =  | 3 [20, 00, 20] -  |ьуг. ( 10)

Последовательным применением формул (5, 6) [3] можно получить соотно
шение

10
[0 - 2, 00, 0 - 2] -  г/, Уг - ^ - й  +  ^ з +  4 - 5 , + ^ - % ,. 3

Выражая y#."lv  Уъ через у1 и у2, с помощью формул (9) находим [0,
— 2, 00, 0 — 2] =  ух или 13уг =  ух. При | 3 =  — 1 yt =  0, и из (9) получаем

/ 5
Ух — 0, 4̂ 2
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При | 3 — 1 равенство (10) не дает дополнительной информации, но здесь 
можно использовать условие ортогональности векторов с f  3 =  — 1 и £3 =  1:

2  (УхУ’2 +  у2у2 +  у3у'3 +  у4у ;) +  у5у5 +  у6у6 =  0 ,

после чего изоскалярные факторы определяются однозначно:

/ 4 2  , . — у Т  , И / 2 1  3 / 7 /
У1 01 ’ 2̂ О Уз IRQ ’ #4
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