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РЕШЕНИЯ ОБОБЩЕННОЙ ЗАДАЧИ ДВУХ
НЕЩЩВИЖНЫХ ЦЕНТРОВ В СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ

В обобщенной зада^ 
степеням малых величин

е двух неподвижных центров получены ряды для г, z и да по
8, о, е  и is с точностью до пятой степени включительно.

Выберем прямоугольную систему координат Oxyz с началом в 
центре масс так, чтобы ось Oz проходила через неподвижные центры. 
В выбранной системе координат дифференциальные уравнения движе­
ния материальной точки в обобщенной задаче двух неподвижных цен­
тров запишутся след}ующим образом:

d*x dW_ &у_
dt  ̂ =  дх  ’ dt2

d4 _  dW 
dt2 dz

dW
dy (1)

w
■ f { '

1 to __1—- ia

x * + y 2 +  \z — c (0 +  i)]2,

r\ = x% +  I/2 + [z — с (O' — 012.

Здесь f  — постоянная гравитации, i — ij— 1, a tn, с и a  — некоторые по­
стоянные, которые Характеризуют систему неподвижных центров. (Бо­
лее подробна познакомиться с обобщенной задачей двух неподвижных 
центров можно в работах Е. П. Аксенова, Е£. А. Гребенникова, В. Г. Д е­
мина; см., например, [ 1].)

Решение системы дифференциальных уравнений (1) дается в ра­
боте [2].

В этом решении прямоугольные координаты связаны со временем 
при помощи набора формул и трансцендентных уравнений следующим 
образом:

х =  у  ( |2 +  с2) (1 — Т|а) • cos ш, 

у =  У (12 +  с2) (1 — if )  • sin гг;, 

г =  са +  1ц,
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g __a  1 — ее 4- (e — e) cos tj?

1 Цг e cos ij)

_  s sin ф -#• у
1 - f  d sin ф

a> =  arctg ( -sin Ф "h .P \ q  _j_ ^  _j_ jAl gin -j-
\  COS ф /

+  |г2 sin 2ij) +  ja3 sin 3ip - f  sin 4i|) -f- [x^cos £ +  Щ sin25,

k2 ( k2 \ ч
Ф =  t — ~ Y  ^ 1 +  v  +  - j - J  sin  2г|) +  k\ sin  Ц  +

fe? / fe? \ kf k?k$
+  —  1 +  —  J  Sin 21 +  —  sin 4£ — sin 2t  cos 2£,

£ =  (1 4- v) г|э 4- w,

tgT=/i?Itgf- (2>
E — e* sin E  =  Л1 +  Хя{)— ^  sin яр— X2sin2i|) —

— cos £ — A2 sin 2£ — X3 cos 3£ — sin 4£ — A,aa sin 2яр cos 21,,

M =  n0(t — t0) +  M0.
Здесь a, e, s = s i n i ,  со, й, M0— постоянные интегрирования, а величины
e, у, d, . . .  выражаются в виде рядов по степеням е =  — —-----и а (пред-

а  (1 — е2)
полагается, что |е| и |о | — достаточно малые величины). Эти ряды с точ­
ностью до пятой степени относительно малых величин включительно при­
водятся в формуле (3):

е =  е {1 +  е2 (1 — е2) (1 — 2sa) +'&4 (1]— е2) [(3 — 16s2 +  14s4) — 2e*(l — s2)2]},

d =  8c s { l  — b2[(5— 6s2) — e2 ( l — 2s2)]}, (3)
у =  — ecf {1 — 2s2 — e2 [(3 — 12s2 +  10s4) +  e2 (1 — 2s4)]},

P =  2etrs (1 — s*) V. {1 — e2 (4 — 5s2 +  e 2s 2) },
—  s 2) Js2(1 + a2) + y  (6 — 17s2 — 24e2s2) J ,

щ  =  — 2e2e cos i j l  +  1(4— 28s2) — e2 (6 -f- 7s2)]| ,

14 =  — - j -  e2 cos i |l — - j-  [(22 +  s2) - f  e2 (2 +  s2)]J,

[x3 =  —  e3 cos i (2 — s2),
4

e4 cos i (2 +  s2),

=  e3as (1 — e2) cos i,
E'

t*a =  s2 (1 —  e2) cos i,
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е* =  r f l

Х1== * в3 os

16

К  — -------s‘‘

1 — ■— s2) +  e4s2 (1 — s2) (1 — ег) (3 +  е2)},

— e^y*‘i(24— 96s2 +  75s*),

4 — 5 s * )(l— e2)s/%

(1 ^  [(12—  13s2) - e 2 (4 — 5s2)] j,

b j =  — —  s2e(4 — 
4 v

*,a =  J L 8W ( 1  —
2 32 v

k 3 =  — —  e30s3 (1 — e2)3/,, 
6 -

(1 — e2)3/%

A? =

£|.=

knn —
16

: ( i - e 2) 4

e*(1;+  <*) (12 — 15s2) +  —  [288 — 1296s2 +
6 4

4  1035s4 — e2 (144 -f- 288s8 — 510s4)], 

e2s2 { I 4 - ®2 — e2 — 4e2 (1 — s2) (1 — e2)}, 

e2e2 {sa - 4- e2 (1 — 10s24  11s4 +  e2s4)},

"0 4  у Щ  {> -  - f e2<1 _<!,!) (1 ~ s%) +

(1 — e2) (1 — s2) (1 4- 11s2 — e2 4 - 5e2sa)\.

Формуjbk (2) — 
0 < e <  1 и 0 < s  <  
решение обобщенной

(3) можно применять для любых е и s на интервалах
1. Предполагая величины е й s достаточно малыми, 
задачи двух неподвижных центров можно получить в

ты. ПолучемМ ряды

(3)

более удобна^ и компактном виде. Что и , проделал автор настоящей рабо-
для г =  Y х2 у2 z2, z и гг; по степеням малых ве­

личин е, а, в и s (предполагается, что все дай являются величинами одно­
го порядка шалости) 
личин включительно. 

Введем Обозначения

с точностью до пятой степени относительно малых ве-

/ =  (1 

Вышеуказанные 

1
— =  14-а  2

— е cos /

е2 +
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-j- k) М, I +  g = =  (1  4 - v) (1  4- к) М 4- ш . 

ряды имеют следующий вид:

8
■е2о2—

—  е2 cos 21 - f  е3 Г—
2 L 8

6 0 S  I

2

3

—

cos Ы +



4- еге cos I -f- eas sin (/ - f  g) e2e2 cos 21 +

+  e4 j-^ -cos2/-----i-cos 4/J -f- ease [sin (2/ +  g ) ~  sing] -f-

+  —  e2s2 cos (21 +  2g) + ,e 5 Г - — —  cos I +  cos 31 — —  cos 5/1 —
4 v 6 / L 192 128 384 J

-----— e4£Cos / +  —  e2a2e cos / -f- e2e3 [— cos / cos 3/1 4-
8 2 1 L 16 16 J

+  e2s2e £ ----j-  cos I + , Д - cos (3/ 4* 2g) — -Д-: cos (/ +  2g )j - f

+  - j-  &3as sin (/ -f- g) 4* e^se2 £— 2 sin (/ ~f g) 4-

+  _L sit, ( i— g) +  - 1  sin (3/ +  g) J .

~  =  3e3a -(- eos2 — eae2 4- s sin (/ 4- g) 4-

6S [ ”2" sin (2  ̂4- fif)-----~~ sin g J  4-

+  e2s £ ----- l-  sin (/ 4- g) — - j-  sin (/ — g) -j- -|- sin < 3 / 4 -*) ]>

4- eae cos / 4- e3s | — sin (214- g) — sin (21 — g) +  - j -  sin (4/ 4- g) J  4 - 

4- ~  etfs2 cos (21 4- 2g) 4— ~  eae2 cos 21 4- e2es [3 sin (21 4- g) — 3 sing-] 4- 

+  e*s [ — -gjp s in (/ 4- g) — sin (/— g) — ■—  sin (3/ 4- g) — 

i28~Sin^3/— &  4- sin (5/ 4- g) 4-

4- ecre3 £ -----cos 1 4~ —  cos 31J  — 3e3cra cos /4-

4- eaes2 -----— cos •/ — —■ cos (/ 4-  2g) 4- cos (З/ 4- 2g) J  -4-

4- s2s3 Г- j -  sin (/ 4- g) +  - j -  sin (3/ 4- 3g) 1 4- 
L 16 16 j

4- e2e2s J  — sin (/ 4- g) — sin (/■— g) 4- -y -s in  (3/ 4- g) j +

+  e2a2s sin (/4 - S').

a) =  Q - ( - ® 4 ^ 1  4- 82 4-  e2a2 — 3e2s2 4- 4-

4- 2e sin 14- —  e2 sin 2/----- — s2 sin (214- 2g) 4-
4 4
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- f  е3 Г —  sin / +  Йо3/] 4 - 8̂ ^ ; +  2etfs cos (/ -f- g) -f- 
L 4 12

; f +  eS2 sin (J - f  %> — J -  sin (31 -b 2g) J '+

+ . *

2h. +  e®*2 J ŝin

f -

11
24

sin 2/ 103
96

sin 4/J +

sin (21 +  2^) +  sin (41 +  4g) J  —

- e2ea sin 21 +  —  e2s2 ste (2/ +  2g) 4 - 
8

21 ■т Ч )----- jf -  sta (41 +  2g) -  - i -e ln  2s ]  +

-i-  EG6S [2 c o s  ( 2 /  -|- g )  —  2 c o s g ]  +

+  e5 f —  s i n / ^  —  s i n 3 /  +  - —  sin  5/1 +  
i: [  96 64 960 J

-f- e3s2 £ — sin (/ +  2g!) +  sin (/ — 2g) - f  ■—  sin (31 +  2g) —

----- Sin (5/ -ft 2g )l +  es? Г sin (/ +  2 ^ )------------ sin (31 +  2g) —
48 J  L 4 4

 l-  sin (31 +  4g) +  4 -  Sin (5/ +  4g)] +
О о

- f  e2es2 £ — 6 sin  I -j- sin  (/ +  2g) -— ~  sin  (3 / +  2 g ) J  +

+  еаеН  Г —  2  co s  (/ -|- g ) ------ c o s  (/ —  g) -f- co s  (31 +  g) J +

: |
Г_23_ gjn ^------17_ sijj 3 /1  _ ? L  e,4e s in  I -f- 3 e 2o 2e sin  I +
L 8 ? J 4

co s  (I + 0 -----^  cos (31 +  3g) j  — 9e3crs co s  (/ +  g ) .+e<rs,[ - l
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