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ИЗЛУЧЕНИЕ ВАВИЛОВА—ЧЕРЕНКОВА НЕКОТОРЫМИ 
ПРОСТРАНСТВЕННО ПРОТЯЖЕННЫМИ ЗАРЯЖЕННЫМИ 
СИСТЕМАМИ В ПРОЗРАЧНОМ ОДНООСНОМ КРИСТАЛЛЕ

Исследуется излучение Вавилова— Черенкова некоторыми пространственно про
тяженными равномерно заряженными системами (эллипсоидом, тором, цилиндром), 
движущимися с постоянной скоростью вдоль оптической оси одноосного прозрачного 
кристалла.

Вопрос об излучении Вавилова—Черенкова пространственно про
тяженными заряженными системами и пространственно распределен
ными токами представляет значительный интерес [1—8] 1. В настоящей 
работе мы рассмотрим сначала излучение Вавилова—Черенкова неко
торой равномерно заряженной по объему системой, которая движется
поступательно с постоянной скоростью V вдоль оптической оси про
зрачного одноосного кристалла. Предполагается, что лабораторная 
прямоугольная декартова система координат * 1* 2*3 выбрана таким об 
разом , что ось *3 совпадает с оптической осью кристалла. Пусть е3 и 
|хз — соответственно электрическая и магнитная проницаемости про
зрачной среды вдоль этой оси, a ei и jjli — соответствующие проницае
мости в направлениях, перпендикулярных оптической оси (в частности, 
вдоль декартовых осей координат хх и х2). Мы предполагаем, что излу
чающая система представляет собой некоторую сплошную структуру, 
занимающую ограниченную область D и обладающую аксиальной сим
метрией относительно оси *з, а также плоскостью симметрии, перпенди
кулярной к этой оси. Предполагая, что электрический заряд е равно
мерно распределен по объему структуры, выражение для плотности 
электрического тока в лабораторной системе координат следует запи
сать в виде

о которой будем предполагать, что снаружи она ограничена поверхностью

1 В работах {1—8] (в особенности в [6]) можно найти дополнительные ссылки 
по рассматриваемому вопросу.

в области D

v0V i - Р 2
0 вне обллсти D,

О)

(2)
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туры в систййе,К\  с 
Функция / опреде

Здесь р и р' 4 - плотность электрического заряда структуры соответственно 
в лабораторий^ системе отсчёта и в системе покоя К\ V'0— объем струк-

чем g  можетр^ыть и нулем, g  и q — соответственно расстфянияминималь- 
но и максимально удаленрщ точек структуры от оси х3; '/ (|) удовлетво
ряет необходимым Требованиям ограниченности, однозначности и непре
рывности в ^казанном пром|ежутке.

Для тог^ чтобы сделать 
внутри обла@щ пространства

— VP7-1 =  е  — скорость сяета в вакууме,
лена в замкнутом промежутке ■< <7<С Ч- оо, при-

ряда облает» J ) 1, ограниченной поверхностью

наши результаты более общими, предположим 
ограниченной (2), наличие свободной от за-

f j ^ E ^ r Y = / i © .
V / l - p 2/

(3)

причем фуннЦия /х ( 
ном в--[g, удовле
му у равней щ^МаксВ! 
метод Фурь® i[9, 10]

Е  (г,

2  (X  ю)

), определенная в промежутке g i < E <  Яъ вложен- 
творяет тем же условиям, что и /(£). Записав систе-

елла при наличии / и р из ( 1), решаем ее, используя

t) — J J i E  (&, ©) el ^r —iatd3k4<o и т. д.

Для Фурье-ирмпонента Е (k, ю) получим

- Р 2 tyco

где Г - 1— т*^зор, обратный тензору Т .

х =  у  1% +н,  <р,

( Г ? )  .. Ч и Я Ш  • IK/*),

*ТСа и /и и и v к—г— , k (kx, «2* *3)5 14 — ~Г '№ k

(4)

(5):

(6) 

(7 )

Г (к,

->
= k 3— цилиндрические координаты вектора k. 

ч j __ ________ _
V) =  ]Ж (*Ю  sin [Y 1 ( 1  - - РЪ/ № -

-  | V „ M ) s in  [Y V (1 — Р % ( У  №
it

(8)

Для подсчета потерь энергии на излучение Вавилова—Черенкова вос
пользуемся алетодикой интегрирования [11— 14]. Окончательно получаем 
следующее выражение для потерь энергии на излучение Вавилова—Черен
кова на едйшце пути:

j W ^ W p  +  We, (9)

! - Г ^ = Х  Г h e - ' f l --------' - ~ ) Г ( о > ) М  ( 10)
V vQV i  h-P2 /  LJ  '  «if4# /

6iHiP2> l



ГДе

Г  (о)
<о 50

-  I

sin \ d l -

sin V" (l — P3)A  (g) ]  gdg, ( 11)

s,= V
£3

1̂
( 12)

Ws соответствует энергии излучения необыкновенных волн в анизотропном 
диэлектрике, — энергии излучения необыкновенных волн в анизотроп
ном магнетике.

Результат U^ =  0, очевидно, находится в соответствии с [15]. Фор
мула для WB отличается от соответствующего результата для точечного
заряда [16, 17] наличием множителя Ф2 = 

от со коэффициент) под знаком интеграла

АГ (со)
) не зависящии

Ws =

Ф (со) =

(13)

sin

со у  1 — ра q  <7i

J s / / ( E ) d £ - J  i v m ) d l

<7i
COSp£ >

gl
!1" [ f  V(l p2)/l(§) dl

4 41 (14)

В случае отсутствия свободной от заряда области Dx следует за
черкнуть вычитаемые интегралы в формулах (8), (11), (14). Формулы (13), 
(14) могут быть использованы для нахождения интенсивности излучения 
Вавилова—Черенкова равномерно заряженной поверхностью. В этом слу
чае, выбирая [18]

А (£) =  /(£, h)\ f { l )  =  f ( l ,  Л0); gi =  g (h ) ;  q i ~  q (h), g  =  g ( h 0)\ q = q ( h 0) 

так, что lim Л (I) =  /■(£); l i n n =  <7, имеем
hs>h0 h -̂ha h-*h0

q(fi)
d

d h

Ф (ft)) = ------ --- -  lim
со У'1 — p2 h->h0

g(h)

d
d h

sin [t
q(h)

■ f  g УШ7Н) di 
g(h)

dl

(15)
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Рассмотрим несколько конкретных примеров. Если в системе покоя 
К' мы имеем равномерно заряженную область, ограниченную снаружи и 
изнутри эллипсоидальным* поверхностями 
a, d и а' =  ah, а' =  ah, d ■ =j dh

0 |

e полуосями соответственно a,

о)
(a2- | 2)V *U ;' ]

- ) « •

- ( т Г Ш

0) , ,2 
• (a-a

— I 2)7*] d i

—  X

где

Же. -—
acoS

I/ / I V

у. ( i + i/i)-*/-{*•>■ ( v  1 + ^ ) vv v, U  / 1 + »i) -

,•'■(/ \ + y f ) % , { x , / 1 + ^ 2)}, (ie)

a'coS„
X„ = У* *  & = aS„

(17)

Узд — функция Бесселя порядка 3/2 [19] 

Если в системе
поверхность которой 
(а и а ' =  ah-— его 
центра от оси х9).

Ь + а

Г (и) *- Г

покоя Я ' мы имеем равномерно заряженную область, 
образована вращением вокруг оси х3 кругового кольца 

внешний! и внутренний радиусы, b — расстояние его

Ь—а

6-ha'

-  J !'”$—а’
Если круговое кольцо заменить кольцом, ограниченным двумя подобными 
и подобно расположенными эллипсами соответственно с полуосями a, d и 
а' =  ah, d r =±= dh, то в формуле (18) перед радикалами в аргументах си
нусов следует добавить множитель — . В случае полого цилиндра (отрез-

а
трубы) с внешним и внутренним радиусами основа- 
етственно а и а ’ =  ah, и высотой (в системе покоя К'),

sin [ f / ( T Р=) [а2 — (I —

/ a»SB£ Л г _____________________
( — ) »'П [ у  V ( l  -  Г )  \ал - ( 1 - Ь Г \ ]  (18)

ка цилиндрцческои 
ния, равными соотв
равной 2d, лы имеем

( cod / 1  — Р2
Г (со) -  sin ^— —-

с о 5 ,

sin  ̂j {XpJi (хе) x&J i  (xs) }. (19)

При h - * 0  формулы (16), (18) и (19) приводят к выражениям для Г (со) в 
случаях сплошного эллипсоида, тора и цилиндра. При h 1 следует рас-
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смотреть lim в соответствии с (15). При этом формула (10) для W8 
л-и у;

будет представлять потери энергии на излучение Вавилова—Черенкова на 
единице пути равномерно заряженной по поверхности системой— эллипсои
дальной, тороидальной поверхностью, отрезком цилиндрической поверх
ности. Мы имеем в случае эллипсоидальной поверхности

7*

lim 
ft-» i

Г (со) со(1 - Р 2)

2nVaS, У
(20)

в случае тороидальной поверхности
Ь+а

lim Г((0) -  ft)>ATZr^
1 4 n 4 V

со у  1 — Р2 

V
/а» - & - Ы

Ь—а

в случае отрезка цилиндрической поверхности

lim sin ( с°- - -Р2)  J 0(xe).
А - 1 у !  4 Jtd  V I/ / ov

(21)

(22)

Получающиеся при этом формулы для We можно получить решением 
уравнений Максвелла, если задать плотность электрического заряда с по
мощью б-функций.

В случае заряженной эллипсоидальной поверхности

р -  - £ =  -  Ь |(х3 -  * )■  +  И 2-  я
у \  рг 2я  а2 [ а2

В случае поверхностно заряженного тора

а2) . (23)

Р
е У 1 ■— Р2 

2л2Ь 6 {(х 3-  v t f  -  (1 -  Р2) [а2 -  (| -  6)2 ]}. (24)
У 1 - Р 2

В случае заряженного отрезка цилиндрической поверхности [3, 8, 10]:

б (| — а) су ( * 3  —  W), (25)
/ 1  — Р2 4ЯО£г/ 1 — р2 

а =  1, если |лг3— V7| <CdV  1 — Р2 и ст =  0 при остальных х3.

Анализ величин Г (со), lim Г —  ̂ показывает, что для каждой из них
h^i v0

можно указать условия, при которых они приводят к подынтегральному 
выражению в формуле для WB, совпадающему с соответствующим выра
жением в формуле для тбчечной частицы [13, 14].

Переходя к исследованию излучения Вавилова—Черенкова простран
ственно распределенными токами, предположим, что в системе К! равно
мерно заряженная структура вращается вокруг своей оси симметрии, сов
падающей с осью х'3, с постоянной угловой скоростью Q '. Так как система

К' перемещается поступательно с постоянной скоростью V вдоль оси х3, вы
ражение для поперечной составляющей вектора плотности тока в лабора-



:ffj ■Щ

торной систещф координат следует записать в виде

С,» лГл ct’%1 ( е в  области D
/_!/*?/х  =  г  ( U p  М —г

М)
О вне области Д

определенной а|ыше. Здесь и' (%') — линейная скорость точки вращаю
щейся структуры с координатами (x'v х2, x'J, отстоящей от оси вращения

на расстоянии =  £' 
координатной ушнии 
компонента £ д  (k, со)

где

£ Xi(&, и) -  

Ж (и, у

системе коордашат в 
чение Вавилова— Че
следующим результатам

W± =  О

где

Ж<©)

(26)

=  V "х[2 - f  х'*; е -  — единичный вектор касательной к 
(ф) в лабораторной системе координат. Для Фурье- 
мы получаем

2  e Q '  6  (с о  —  yV)
©Y

Ж (х, у) (Т-^ф ), (27)

= J  £аЛ  («I) sin ly V  (1 -  Р8) /  ©  №
g

J  £ 2 4  ( * 4 )  s i n  [ y V  ( 1 — Р 2)  f i d )  ]  d l , (28)
gi

еф — еДйничнцй вектор касательной к координатной линии (ср) в полярной
/С-пространстве. Вычисление потерь, энергии на излу-

•4 ’
зенксша, обязанное j±, на единице длины приводит к

;
4 i t e Q / \ 2  Л

or) J
[ X g t o - ^ 2 (оо) dco, (29)

Ч1

-  j  £ V ,  (-^ ) Sin y :( l - ( S a) / i ©  j  d f, 

S *  =s j /

условленного вращением равномерно заряженной струк- 
двумя подобными и подобно расположенными эллипсо-
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1̂

( e r f - 1) •

(30)

(31)

В случа» j± , об 
туры, ограифенной 
идальными вфверхностями, формула (30) приводит к выражению

_  / JL V 7, ( .mS» A

X

») = ( 2 )' • { - ~ j (1 + У^'У» X
{ i >  V 1 +  у1 f  ‘ Л/. (%  К 1 • . < ) -

(32)



В случае jj_, обусловленного вращением вокруг оси симметрии заря
женной структуры, ограниченной двумя подобно расположенными торои
дальными поверхностями, формула (30) принимает вид '

Ь+а
(OS,,

Ж (и) =  | IV , sin { f V ( l -  Р2) [а* -  ( I -  6)4 }  А
Ь~а

-  j  sta {y  /(1 -  Pa) [a' -  g -  bf\} d. (34)

В случае /j_, обусловленного вращением вокруг оси симметрии заря
женного отрезка цилиндрической трубы, формула (25) принимает вид

Ж  и  -  d V  1 - р « ) { * * / , ( * й ) - < / . ф } .  (35)

Формулы для интенсивности излучения Вавилова—Черенкова, обязанного
компонентам /j_, обусловленным вращением вокруг оси симметрии заряжен
ными равномерно по объему эллипсоидом, тором, цилиндром, можно по
лучить, если воспользоваться (32)—(35) при h ->  0.

Мы получим формулы для интенсивности излучения Вавилова—Черен-
кова, обязанного компонентам /j_, обусловленным вращением вокруг 
оси симметрии заряженной эллипсоидальной поверхности, тороидальной 
поверхности или отрезка цилиндрической поверхности, если, воспользовав
шись формулами (32) — (35) для Ж (®) в в (29), осуществим предель- 

Ж Иныи переход lim V - .
h-* 1 Vq

Мы будем иметь в случае заряженной эллипсоидальной поверхности

(36)

в случае тороидальной поверхности

V_____ ь+а ?■ cos I—  -/1 — В2 V  a2 — ( l  — Ъ)2Ж _И _  со / 1  — р2 "  / ms ? ч и v ’

Ь—а

ь.т Ж((0) <0 у 1 — Р2 Г* ра, (  \ I V Г
А-* 1 v0 4 n2bV J  {  V J  . y a 2 — ( l  — b)2

(37)
в случае отрезка цилиндрической поверхности

11ш ж а =  ‘  s m (38)
h->l Vq 4 Ли \ V )

Формулы для w i  в этих случаях можно также получить, если в формуле ■—> ^
7'х — }'±  =  и' (%>') Р' выражение для р' взять из (23)— (25).

Если входящие в формулы (32)— (38) бесселевы и тригонометрические 
функции разложить в ряд и ограничиться только первыми членами разло-

6 ВМУ, № 4, физика, астрономия g ]



жения, получав формулу

- С
« з / 1 — 1

Р»: )• f
<o3u|

---- — (exfi#  — 1) dm,
№

(39)
M-l

EiM2>l
агнитный момент соответствующей системы в системегде т3 — дипо^ный м 

К', помещенной в вакууме.

Формула {(39), очевидно, совпадает с известным результатом [20] 
для излучения. Вавилова—Чфенкова ориентированным вдоль оси маг
нитным момеяггом то(чечной частицы, движущейся вдоль этой оси. 
Результат 0 в случае излучения таким моментом в прозрачном
одноосном ферродиэлектрике был отмечен в [ 12].

В заключение автор сердечно благодарит проф. А. А. Соколова за
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