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мул, выражающих влияние синусоидальных ускорении на 
ника; по этим формулам рассчитаны номограммы для оценки 

оправок за систематические влияния, вызванных- возмущениями.

Вопрос о влиянии возмущающих колебаний на период колебаний 
маятника рассматривался в ряде работ [1, 2 и др.]. Ниже излагаются 
соображен»®, касающиеся более точного подхода к вычислению ошибки 
периода кадебани^ маятника, а также рассмотрено влияние горизон­
тальных вибраций j и микросейсм на период колебаний маятника с уче­
том нелинейности его колебаний.

Запишек уравнение колебаний маятника в виде

" /ф +  M ix cos у  +  M/zsinq) =  0, (1)

где /, М, I щ ф — соответственно момент инерции, масса, приведенная 
длина и угол отклонения маятника от положения равновесия, g  — уско­
рение силы тяжести, х и z — горизонтальное и вертикальное возмуща- 

аятника, вызванные вибрациями или микросейсмиче- 
ijn подставки, на которой установлен прибор, 

что возмущающие ускорения равны

ющие ускорения n 
скими колебаниям

Предположим

гдо х0, 20 — амплитуды горизонтальных ^вертикальных смещении маятни­
ка, обусловленных

х — ф2 sla со/ и z — z0m2 sin mt, (2)

возмущающими ускорениями, <в и т — их частоты.
Введем обозначения I  =  Ml2 и /?2 =  g/l. Тогда вместо (1) получим

Ф +  р2 sinty +

Это и есть у 
подвижное основу 
уравнением с пер  ̂
и «совф ограничим 
рассматривать т 
иметь вид :

cos ф sin со t Zatn
I

sin mt з!пф =0 . (3)

равнение; колебаний маятника с  идеальным ножом на 
нии. Оно является нелинейным дифференциальным 
менньши коэффициентами. Если в разложениях sin^ 

ся одним членом,- получим линейное уравнение. Если 
олько горизонтальные ускорения, это уравнение будет
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Ф -f  Р2ф +  — у — sinco .̂ =  0. (4)

При начальных данных t =  О, ф =  а, ф =  0 его решение

Ф~= A sin (pt +  а) +  ■ sin сot, (5)
I (р2 —  (О2)

где .

А -У “г+ ^ 4 ^ ,  *«■ =Р р2  (р2 —  (О2)2 Х(д3

А и а зависят от начальных данных.
Возьмем моменты

tx =  kS — —  и f2 =  ^ + .S  =  (fc +  1) S — — ,
Р р

где S  — полупериод свободных колебаний маятника. В таких случаях 
sin (ptx - f  а) — О и sin (pt% -j- а) = 0 .  Положение маятника зависит от ам­
плитуды и фазы возмущения. Если бы не было возмущения, маятник 
лрошел бы положение статического равновесия в моменты tx и t%, Посколь­
ку есть возмущение, выраженное членом

ч̂ .ч2
sin oat

I  ( р 2  —  со2 )

в (5), моменты прохождения положения равновесия будут отличаться от
t x и /2- Положим, это отличие равно т. Тогда в момент t — kS — — 4- х

Р
будем иметь ф it) =  0. Определим величину х. Имеем

sin (pt +  а) — ±  sin рт.

‘С точностью 6% при х <  5/5 сек и любом 5  справедливо приближенное 
равенство

s in p t^ p t .  (6)

Величина х связана с периодом возмущений Т: она может составить самое 
большее Т/4. Таким образом, (6) справедливо с точностью 6% при усло­
вии Т  <  0,4 сек. Очевидно, это будет также всегда выполняться при 
Т ^ > 5сек. При этих условиях и учитывая, что |sinco^|< l, из (5) полу­
чаем

АР\Х\ т а х = ------— -----, (7)
/(р2 —  СО2)

где |t|max — максимальная ошибка в определении момента прохождения 
маятником положения равновесия. Максимальная ошибка в определении 
полупериода будет равна

d =  2 M max/;v, (8)

где N — число полуколебаний в серии наблюдений. Если N = \ ,  из (7), 
подставляя выражение А по (5) и производя подстановки со =  2я/Т  и 
р  =  я /S, получаем формулу .

= - •  (9)
2

—  1
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Поло: 
ны быть а 
ние возму 
значения п 
=  Ы 0- 7, 1 
Там же по 
горизонтал

,6= const и рассчитаем на основании (9), какими долж- 
литуды х в зависимости от Г, чтобы максимальное влия- 

ий р а вн я лось б е е к. Для примера возьмем следующие 
аметррв маятника: а =0,005, 5  =  0,5 сек. Положим б =  

т: д. Результаты расчета изображены на рис. 1.сек  ц 
1заны амплдау
ых возмущени 

долей мких пределу — от 
секунды дегфескольких дес 
по измереАям автора име

ды и периоды встречавшихся на практике 
й: эти параметры варьируют в очень широ- 
иллимикрона до метра и от тысячных долей 
ятков секунд. В частности, вибрации столба

„ .......ют амплитуду до 100 ммк при периодах
0,05 сек. К|ф видим из рисунка, это может привести к ошибке, равной 
3 * 10—5 сек. iB работе J5] приводятся федниё квадратические ошибки

ериода колебаний маятника фотоэлектриче- 
кундных маятников эта ошибка оказалась 

13кой к рассчитанной нами. Как будто мож- 
ником ошибок являются вибрации. Но обра-

. 2лх
тимся к формуле (9). Для вибраций (Г  < 2 5 )  можем нависать 6 =  —— „

I Sag
т. е. ошиб|Ц должна бьш» обратно пропорциональна периоду маятни­
ка. В работу [5] получен противоречащий результат: средняя квадрати­
ческая ош#0ка полусекундного маятника вдвое больше, чем ошибка 
четвертьсе^ундного маятника.

В pa6®te {2] Н. Н. Парийским получена для рассматриваемого 
случая фоц^ула, которая при совпадает с (9), а при дает
оценку, заф&иценную в отношении со/р. В наших обозначениях она 
имеет вид: ■!

определение единичного п 
ским спосоДЬм: для полус 
равной 5* lflh5 сек, т. е. бл 
но предположить, что исто1

2-т 2( » т )
аер (ра — to2)

(10)

Будем ^читать, что на маятник действует только вертикальное уско­
рение. ПонЦрежнему рассматриваем линейное уравнение. Для этого 
случая в |к&боте i[2] выведена формула, выражающая влияние возму­
щающих кщебаний на частоту колебаний маятника. Запишем ее в на­
ших обозначениях}

подобные случаи 
ставляет фрбольш 
от napaM6ff)0B во 
риода маяцфика:

Р? =  Р2 +
г2»4

2i2 (т 2 — 4р?)
(11)

Здесь р\ — частоте; ко^еба)ний маятника, измененная под влиянием воз­
мущения. 1|ри т < 2 р  частота колебаний маятника уменьшается, при 
т > 2 р  увеличивается. При Т — 2 сек , z —104 см имели бы pjp=\f.2. Но> 

на практике не встречаются, и изменение частоты со- 
ую  ̂величину. Оценим это изменение в зависимости 
змущеннй. Из (11) получаем выражение ошибки пе-

Воспользояавшись 
5  =  0,5 сек  :(рис. Ц 
и качка судна и 
колебаний: маятн 
цией, не тоньше,

1Sz2 (2л;)4 ___________
16&т* ' I — (S/Г )2

(12)

этой формулой, построим кривые 65 =  const для 
). Среди вертикальных возмущений только вибрация 

самолетк оказывают серьезное влит ие  на частоту 
ика. В э|тих случаях ошибка, обусловленная вибра- 
чем ошибка, вызванная качкой, и достигает величины
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Рис. 1 Рис. 2 Рис. 3

Рис. 1. Номограмма для оценки случайной ошибки периода колебания маятника по па­
раметрам горизонтальных возмущений. Числа 10 —6, 10-5 и т. д. соответствуют ошиб­
ке 6 = 1  ХЮ “6, 10-5 сек и т. д. 1 — вибрации поперек и вдоль столба, по измерениям
автора; 2 — качка судна водоизмещением 20 000 и 16 000 т, пересчет данных Суходоль­
ского об ускорениях и периодах; 3 — возмущения самолета и гондолы, пересчет дан­
ных Тараканова; 4 — микросейсмы в направлении EW  и NS по сейсмолентам сейсми­

ческой станции «Москва», обработанным автором

Рис. 2. Номограммы для оценки случайной ошибки одного периода колебания маятни­
ка (пунктирные линии) и для определения поправки за систематическое влияние, вы­
званных вертикальными возмущениями. Числа 10- 9 , 10-8 и т. д. означают, что дан­

ная линия соответствует ошибке или поправке, равной 1х Ю - 9 , 10-8 сек и т. д. 
Обозначения параметров возмущений: 1 — вибрации грунта, асфальтированных и бе­
тонированных площадок на аэродромах и вибрации столба в лаборатории по измере­
ниям автора; 2 — вибрации в обычных условиях наблюдений с гравиметром в поле по 
Буданову; 3 —  качка на судне водоизмещением 20 000 и 16 000 т; пересчет данных Су­
ходольского об ускорениях и периодах; 4 — качка на судне водоизмещением 5500 т;
5 — вибрации судна д/э «Россия» по Суходольскому; 6 — качка самолета и гондолы 
по Тараканову (получено путем пересчета); 7 — вибрация виброз^щищенного акселе­
рометра на самолете по Тараканову; 8 — микросейсмы в Пулкове по [1]; 9 — в Москве 
и 10—  в других городах Советского Союза по [9]; 11—  вибрации в неблагоприятных 
условиях (на фундаменте дизеля и т. п.), по i[2}; 12 —  вибрации мостов в Ленинграде 
по (2]; 13 —  вибрации в Америке по [2]; 14 —  вибрации на дне Черного моря по

Л. Н. Рыкунову и 15 — вибрации на Аляске по [2]

Рис.; 3. Номограмма для определения поправки за систематическое влияние горизон­
тальных возмущений на период колебаний маятника. Обозначения те же, что на рис. 1



более 1 • 10" 5 сек. Качка судна учитывается поправкой «за вертикаль­
ные ускорения», которую можем записать в виде

• 1 
4g 1 -  (S/Л*

(13)

Здесь г2 — средний квадрат вертикальных ускорений. Эту же фор­
мулу следует использовать для учета вибрации. При Т < S  поправка 
отрицательна.

Малые вибрации .почвы и микросейсмы могут оказаться опасными 
разве только в исключительно редких случаях.

шчивается влияние вертикальных возмущений. Рас- 
описывающую движение маятника. Используя пер­

вое приближение решения соответствующего уравнения по (2], можем 
написать

Этим не огран 
смотрим формулу,

Ф =  ab sin (pxt 4 - т|) 

где

Ь =

zm2 Г :a cos {{т 4  Pi)t  4  У} , a cos { (т  —  рг) * 4  Y}

I 2 т  (т  4  2p i) 2 т  (т  —  2р{)

У
zm2

COS Y

mz ■4 р\
4 .

----  s in  у

mpt

(14)

(15)

Величины 6 и зависят от начальных условий. О влиянии измене­
ния частоты мы уЖе говорил». Поэтому здесь будем считать р\ =  р. 
Второй член (14) [имеет под знаком тригонометрических функций ча­
стоты, отличные oii собственной частоты колебания маятника. Эти коле­
бания накладыбак|тся на (собственные колебания маятника, в резуль­
тате чего изменяется момент прохождения положения равновесия. 
Подобно тому, каК мы уже делали, возьмем момент времени t =  kS — 
— r j / p + т ,  т. е. TaKiftM, чтобы ф (/)=0. Тогда из (14), заменяя косинусы 
единицей, получаем

( -----  -----+ ------- 1—  \  (16)
\  т 4 - 2р \ m - 2 p \ J

; zm2 
2Im bp \ т  4  2р

При определении периода по N полуколебаниям две таких величины
могут в худшем с  
периоде будет

лучае сложиться, и максимальная сшибка б в полу-

& — 2 1 t|fflax/iV. (17)

Если т > 2 р  или tn С  2/?, формулу (16) можно записать в двух видах:
ZJt

g s  V gi

де. Результат пок 
рода влияние вер

zm

(18)

(19)

По формулам (.16)— (19) рассчитаем кривые б= const для случая, 
когда N==1, а остальные параметры имеют те же значения, что и преж- 

азан на рис. 2 (пунктиром), откуда видно, что такого 
тикальйых возмущений достаточно слабо за исклю­

чением случаев, ф гда наблюдения выполняются на судне или на само­
лете. Соответствующая ошибка в определении периода колебаний маят­
ника значительно) ослабляется, в зависимости от продолжительности 
серии наблюдений.
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Рассмотрим уравнение (3) в случае, когда вертикальные уско­
рения отсутствуют, и в разложениях sirup и соэф возьмем по два члена. 
Получим

Ф +  Р2Ф ~  ' f ‘ 4)3+ ^ 7 ~ ( 1 ~  ^ ■ )lsino)^ := 0 . (20)

Будем искать решение по схеме, разработанной А. Н. Крыловым:

Ф =  Фо +  еФ1 +  е2Фз +  •••> (21)

а частоту колебаний представим в виде

Р2 =  Р \  +  «г8 +  ^  +  . . . ,  (22)

где е — ха)2//, а величины sl5 s2, . . . » определяются из условия периодич­
ности решения (21). При этих условиях вместо (20), приравняв коэффи­
циенты при одинаковых степенях е, получим следующие уравнения:

Ф0 +  Р1Ф0+  е sin Ы =  0;

2 Р\ 4  esl 1
Ф1 +  Р1ф1 =  — $хф0 ------— — фЗ +  —  ф2 sin (01.

08 2 и

" 2  Р?
Ф2 +  Р1ф2 =  —  «2Фо —  $хФх ~\--------^-----  ФоФх +2е

+  Р\Ф0Ф1 sin oat -)- р2ср0ф2 +  JL  ф3

(23)

(24)

(25)

Решение уравнения (23) или нулевое приближение решения уравне­
ния (20) есть

Ф0 =  A sin (pxt +  а) — e sin ?*-■. (26)
p f- f t )2

Подставляя (26) в (24) и выполняя нужные преобразования тригонометри­
ческих функций, получим уравнение для определения фх:

Фх +  Р1фх =
АеSjA — 2

Pi — ю2

Р\ 4  еях 

8е
л з +

+  (Р\ +  esi) ( - ^ г ) 3]  (Pit +  а) +

6е

+  Н “ -1 р \ —  и  

ЪАЧ 3 Г
2 „ 2\ 4  \2 (Pi -  (о2)

PJ +  8Si

24е

I *  р -

( — — Y\ р\ — (О2 /
sin 3at

Pi +  esL

24e
A3 sin 3 (Pit +  a) +

3 A
pi — Ш2 Pj — 0)2 -)■]

(sin [(Pi — 2co) / -j- a] +

Л2 A2
,+  sin [(Px +  2со) t +  a]) —v —  sin [(<o — 2рг) t +  a ] -----— sin [(to + 2pt)t +  a] +

8 8

9 5



РГ+ es! Az 
-j--------------  +-(8&[(в>

P i (02
2pi) t — 2af-f- sin [(ai +  2p 0  2a]). (27)

Для Si имеем выражение 

p\a*
si =

8e Pi —  0)2

1
8 p f ' ®2

(28)

Решение (27) при условии (28) есть:
| -

sin Ы
cpi =  В  sin  (pxt 4 -  Р) -f- ~С \

+  F s m

D siii Зо)t sin 3 (pxt 4 - a)

j PI — 

[(Pi — 2 g>) * +  a]

PI — (Pi — 2to)2
+  F

pf — 9to2 — 8 p

sin 1 (Pi 4- 2(o) t +  a}
Pi — (Pi +  2©)2

1_ G siiji [(03 — 2pt) г - f  a] g  sin [(o  +  2pi) /  +  a ]

Pi 2px)2 pf — (fi> -1-  2pj>*

in [(to —  2рл) f — 2a] ̂ ^  sin [(a) 4 - 2pi) t'-\r 2a]

p f — ( ©  — 2 p t ) 2 pf — (co -f 2pi)*
(29)

где fi и p определяются Начальными данными, а знаяения остальных 
коэффициентов понятны из выражения (27).

Решение уравнения (20) в первом приближении получим, подстав­
ляя в (21) выражения (26) и (29). Оно содержит как основную часть 
решение (5) линеиного уравнения (4). Для подтверждения этого оце­
ним члены, дополнительно возникшие в результате рассмотрения не­
линейного уравнен 

е С  s i n  о /

ия при * = 0 ,0 4  см, Т =0,1 сек. Имеем

р 2 —  (О2

s D  s i n  3 © £

р2 — 9̂ 2 

E g  s i n  3  ( p t  4 r  a )

<  1 • ИИ,

< 5 -  10-w 

< 6-  10- 10,

eF sin {(p 2(o) t  a]

p2 — (p T  2co)2
< 8 * 10- 10

eG sin [((0 4- 2p) 14 - a]

Основной член, с 
г sin tot/(p2 — (fl?) =  
Здесь речь идет о

-  (с о  +  2 р ) 2 

&Н s i n  [ (с о  %2p)t +  2 « ]

р2 —  (с о  +  2 р ) 2

< 5- ю-9,

< 5  • 10-11.

которым связана ошибка определекщя периода, равен 
1,6 • io f3, т. е. намного превосходит эти величины, 

случайных ошибках, связанных с амплитудой и фазой 
возмущений. Для них в рассматриваемом нелинейном случае сохраняется 
оценка (9).

ной частоты на основании (22) имеем р2 =  pf - eSi и д0 (28):Для возмущен

р2 =  pf
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С точностью до малых второго порядка относительно поправки за ампли­
туду Л2/8 и поправки за горизонтальные ускорения из (30) получаем вы­
ражение поправки за горизонтальные ускорения для одиночного маятника, 
совпадающее с соответствующим выражением для фиктивного маятника, 
полученным в работе [6]:

7к 1 — 2е? !
* £  =  " ------------— Г " '  <31>2g (1 _  82)2

где &i обозначает отношение w/р, а х2 — средний квадрат ускорений, кото­
рый в случае синусоидальных возмущений равен л̂ <о4/2. Отсюда, полагая

1 или 1, получим формулы поправки, соответствующие случаям 
качки-и вибрации. Для поправки полупериода маятника из (31), .заменяя 
р и (о через соответствующие периоды колебаний 2S и Т, получаем

бS  — 2S*2jt4 1 - 2 (2S /T )2 w )
g2Ti ' [1 — (2 S /T )2]2

При Т>  25 ошибка прямопропорциональна S, а при Т < 2 5  — обратно­
пропорциональна. На рис. 3 показаны кривые 65 =  const, рассчитанные 
по этой формуле для случая 5  =  0,5 сек. Если 7 > 2 ) / 2 S ,  величина 85 
положительна, если Г < 2  У"2 5  — отрицательна. Влияние вибраций стол- 
бд, на котором выполняются наблюдения, оказывается незначитель­
ным— самое большее 5*10~п сек, тогда как качка судна может при­
вести к ошибке 1-10- 5 сек. Сведений о горизонтальных вибрациях су­
дов и самолетов не имеется. Вероятно, они такие же, как и вертикаль­
ные вибрации: при периодах 0,1 сек  амплитуда 0,04 см (рис. 2 ). В та­
ком случае их влияние также весьма существенно и его следует учи­
тывать по формуле (32).

Вообще говоря, существуют такие значения х и Т, при которых 
частота колебаний маятника становится сколько угодно много отличной 
от невозмущенной частоты, например вдвое меньше ее. Расчет на осно­
вании формулы (30) показывает, что это осуществляется при Т =
=  0,1 сек, х = 0,12 см и других значениях параметров. Это намного боль­

ше амплитуд,, которые встречаются даже на судах и самолетах.
Ошибка приращения силы тяжести, обусловленная влиянием виб­

рации, может быть записана в виде 8g =  (A g)i— (A gb, где значки 1 и
2 относятся к первому и второму пунктам. При e i > l  получаем

bg =  (*!«>!— *fe>f)/2/. (33)

Как видим, влияние вибраций на двух связываемых пунктах частично 
исключается. Если параметры вибраций на этих пунктах значительно 
отличаются, в определяемом приращении возникает систематическая 
ошибка.

Итак, вибрации на судне так же, как и качка, приводят к система­
тическим ошибкам в определяемых приращениях силы тяжести. По­
этому следует измерять параметры вибраций и в случае, если они су­
щественны, вводить поправку в период или приращение силы тяжести. 
Систематическая ошибка вследствие действия вибраций при наблюде­
ниях на столбах в обычных условиях незначительна. Следует, однако, 
изучать параметры вибраций в разных условиях с тем, чтобы иметь 
достаточно полные сведения о них. Кроме того, имеется случайная 
ошибка. Фотозапись дает слегка размытую линию, при обработке она 
осредняется и в результате эта ошибка ослабляется. Кроме того, она
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уменьшается пропорционально продолжительности серии и количеству 
серий. В случае фотоэлектрической регистрации осреднения не проис­
ходит. Поэтому ослабление ошибки зависит только от продолжитель­
ности серии и количества серий.

В заключение айтор выражает признательность своему руководи­
телю М. У. Сагитову, а также В. Л. Пантелееву, который сделал ряд 
замечаний по данной работе.
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