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В КРИСТАЛЛАХ С ЛИНЕЙНЫМИ ДЕФЕКТАМИ 

(ДИСЛОКАЦИЯМИ) 

Рассмотрено изменение спектра спиновых волн в кристаллах, содержащих одно
мерные дефекты (дислокации) . Полученные результаты относятся к исследованию 
локальных и квазилокальных спиновых состояний вблизи дефекта. Найдены условия 
возникновения локальных и квазилокальных состояний и даны формулы для харак
теристик спектра в наиболее интересных предельных случаях. 

В конденсированных системах, где имеется сильное взаимодействие 
между частицами, нельзя говорить об уровнях энергии отдельных ча
стиц, а лишь об их совокупности в целом. В таких системах, где 
имеется трансляционная симметрия, можно ввести представление об 
элементарных возбуждениях для описания сложного и взаимосвязан
ного движения частиц. Когда энергия этих возбуждений мала, то можно 
считать, что они распространяются в виде волн большой (по сравнению 
с межатомными расстояниями) длины (фононы, экситоны, спиновые 
волны и др . ). 

Как известно, дефекты и неоднородности кристаллической решетки 
весьма сильно влияют на физические свойства кристаллов. Типичными 
дефектами и неоднородностями являются примеси, вакансии, дислою1-
ции, дефекты упаковки и нарушения упорядоченности . Возмущения, 
вызванные такими дефектами, характеризуются не малостью их в 
смысле обычной теории возмущений, а своим локальным характером. 
Такие возмущения впервые были рассмотрены И. М. Лифшицем {1-6] 
и применены к решению ряда задач по исследованию спектра частот 

холебаний кристалла, содержащего нульмерные (примеси, вакансии), 
-одномерные (дислокации) и двухмерные (плоские) дефекты {7-13]. 

Аналогичные расчеты были проделаны и для других возбуждений 
кристалла. Например, Костер и Слэтер {14] рассмотрели влияние при
меси на спектр электронов проводимости в металлах. Вольфрам и Кол
лэвей {15] рассмотрели спектр спиновых волн в ферромагнитном кри
сталле с примесным атомом. Изюмов и Медведев (1 6] дали общее 
решение о колебаниях спиновой системы ферромагнитного кристалла 
кубической структуры с примесью методом одночастичных функций 
Грина. Кроме того, они решили задачу о неупругом магнитном рассея
нии медленных нейтронов в таком кристалле и показали, что в энерге-
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тическом распределении рассеянных нейтронов имеются пики, соответ
ствующие определенным типам локальных магнитных колебаний. 

В данной работе рассматриваются локальные колебания в ферро
магнитном кристалле простой кубической структуры в случае наJiичия 
линейной дислокации. Так как исследование локальных магнитных ко
лебаний затруднительно из-за большого числа параметров, здесь 
использовалась максимально упрощенная модель, обеспечивающая, 
однако, достаточную общность и разумность. 

Выбор модели 

Рассматриваемая модель является ферромагнитным кристаллом 
простой кубической структуры с дефектом в виде линейной дислокации, 
направленной вдоJiь оси z. Для простоты такую дисJiокацию можем 
себе представить как одинаковое смещение всех ближайших соседей 
в плоскости Zпост относительно узла, лежащего на оси z. Дислокацию 
будем считать неподвижной. Для общности будем предполагать, что 
атомы, лежащие на оси z, имеют спины, различающиеся от спинов 

-остальных атомов . Спиновой гамильтониан такой системы в модели 
Гайзенберга можем записать в виде 

(1) 

где j пробегает по всем узлам решетки (число их №), б пробегает по узлам, 
ближзйшим к данному, 12 пробегает по узлам, лежащим на оси z, 66 про
бегает по узлам, ближайшим к данному 1

2 
в плоскости, 62 пробегает по 

узлам, ближайшим к данному 1
2

, но лежащим на оси z, g0 , g и g' -
4 -

со:лветствующие g-факторы, Si- оператор спина обычного узла, S 12 _,__ 

оператор спина узла, лежащего на оси z. 

Первый член в (1 ] представляет энергию спинов во внешнем маг
нитном поле, направленном против оси z; второй член - это обменное 
взаимодействие в идеальном кристалJiе без дислокации. Второй, третий 
и четвертый члены дают обменное взаимодействие в кристаJiле, в кото
ром вообще отсутствуют магнитные атомы на оси z. ПредпосJiедний 
и последний члены дают обменную энергию магнитных атомов дисло
кации ·Со · всеми другими ближайшими сосед1ями, при этом последний 
член учитывает взаимодействие с ближайшими соседями в плоскости 
(обменный интеграл равен !'), а последний- с ближайшими соседями, 
находящимися на оси z (обменный интеграл равен !"). 

Обменные интегралы !, !' и J" зави·сят только от относительных 
расстояний между узлами. Ввиду того что они очень быстро убывают 
с увеличением расстояния, их можно учитывать только для ближайших 
соседей и считать постоянными 1. Явный вид !, !' и J" через атомные 
величины не определяется, и они входят лишь как некоторые феноме-

1 По теории .возмущения это соответствует первому приближению (не учиты
вается взаимодействие со следующими координационными сферами). 
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нологические величины. Мы будем считать их положительными, что со
ответствует параллельному упорядочению всех спинов в основном со

стоянии. Хотя ! 11 мало отличается от ! , его надо учитывать, поскольку 
при ! 11 =!возмущение на длинных волнах исчезает. 

Используемая модель-система спинов, расположенных в узлах 
решетки, годится скорее для описания ферромагнитных диэлектрикоn. 
чем металлов, из-за пренебрежения взаимодействия электронов неза
полненных оболочек с электронами проводимости. 

Считая S большой величиной, введем операторы aj и at с помощью 

соотношений 

(2) 

где 

S{ = Sj ± iSf и [StSiJ- = Sj. Очевидно, а;а: - aia= = бjg· 
Тогда гамильтониан (1) с учетом (2) содержит члены второго и чет

вертого порядка по магнитным операторам. 

Функция Грина и длинноволновые колебания 

Введем в рассмотрение запаздывающую одночастичную функцию Грина, 
определяемую соотношением 

Gg,k (t - t') = - if) (t - t') ([ag (t), at (t')]), 

где ag (t) -оператор ag в гайзенберговском представлении с гамильтонианом 
(1) или (2), а ( ... ) означает усреднение по гиббсовскому ансамблю с тем 
же гамильтонианом, при температуре Т . 

е (t - t') = { 1, если t > t' 
О, если t<t'. 

Применив обычную схему построения функции Грина, в энергетиче
ском представлении имеем 

(Е + µ;;&) Gg,k = бg , k + 2JS L (Gg,k -Gнб.k) -
(j 

-2JS~(Gg -Gg )(<'>g·o-<'>g·,б.) + 
б~; z,k z+бsk " 

+ 2J' Vs L (VSGg2 ,k- VS'Gg2н6.k) бg·о
бs 

- 2J' V S' ~ (YSGg2 ,k - V S' Gg2н6.k) бg· ,{J6 + 
(js 

+ 2 (J"S' -JS) L (Gg2 k - Ggz+бz k) бg',О· 
бz ' ' 

(3) 

Здесь мы получившуюся систему зацепляющихся уравнений оборвали, 
выражая вторые функции Грина через первые, и воспользовавшись тем, 
что при достаточно низких температурах число неупорядоченных спинов 
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очень мало. В дальнейшем Og,k будет означать Og.k (Е). Если S = S' и 
J = J' = J" , то (3) переходит в 

(Е + µ2ft) o~.k = бg,k + 2JS Е (O~.k -0~+6.k), 
{) 

·1'. е. в уравнение для функции Грина идеального кристалла, с решением 

где 

..... ~ ..... 
1 L ..... ......... ..... 1 L eif(g-k) 

Ggo k = -- 00 (f) eif (g-k> = -- ------
. N3 N3 'E + µ.5't-E1 ' 

1 f 

Ef = 2JS (q - Eeit't) = 4JS [3 - COS fx -COS f y- COS fz], 
{) 

(б пробегает по узлам (1, О, О), (-1, О, О), (О, - 1,0) и (О, 1, О)), а Ef -
..... 

энергия спиновой волны с волновым вектором f в идеальном кристалле. 
Когда спины и обменные интегралы различные, ввиду трансляционной 

симметрии вдоль оси z, функцию Грина можно представить в виде 

Og,k = Og· k' (f z) eif z<gгkz> 

и записать уравнение (3) следующим образом: 

(Е + µ;Jt) Og',k' = бg',k ' + 2JS ~ (Gg' ,k' - Og·+б6 k,eif2 62) -
{) 

- 2JS Е (Go,k· -Об6,k · ) (бg ·о ~бg'66) + 
6s 

+ 2J'Vs Е (VSOo,k· -VS'06~.k-) бg · о -
65 

-2J' V S' ~ (VSOo ,k' - V S'G(J ,,k-) бg· б6 + 
6t " 

+ 2 (J"S' -JS) Е (Oo,k• - Go,k•8ifz6z) бg·,о, бg' б;g = (g', gz). (4) 
6z 

Тем самым задача свелась к двухмерной (плоской). 
Опять при S = S ' и J = J' = J" решение имеет вид 

Решение задачи при наличии возмущения будем искать в виде разложе

ния по невозмущенным функциям Грина G~·.k< 

Og" k' = ~ Ag·p· og"k.. (5) 
р' 

Подставляя (5) в (4) и учитывая уравнение, которому удовлетворяет 

og"k" для коэффициентов Ag'k' получаем выражение 

Ag· , k' = бg', k - 2JS Е Е (Аор' - AM'f,,p') (бg'О - бg', бs) og',k' + 
р' 65 
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+ 2J'VS:E Е (Vs Аор· - VS' А156р · ) 6g,oG~ · .k· -
р' 6i; 

- г vsт Е ~ (Vs л~р -vsт А116р,) 6g·66o~ , .k, + 
р' 6i; 

+ 2 (J"S' -JS) L L (1-- eifz
6L) Aop· 6g·oG~ ' k·, 

р' бz 

откуда имеем 

где 

Е (G0
-

1)g•, p' Ap', k' = (G0
-

1)g',k' + Е Vg·p· Ар· , k', 
~ ~ 

Vg" р' = - 2JS L (6р'О 6g·o - 6p'6s 6g·o - 6р·о 6g' бi; + 6µ. 66 6g,66) + 
6i; 

+ 2 (J"S' -JS) 6р·о 6g·o ~ (1- e<ifz 6z)) + 
6z 

+ 2J' VsE (VS 6µ ·o6g·o- VS' 6р' бs 6g·o)-
66 . 

- 2г VS' L <Vs 6р·о 6g·116 - VS' 6р' 66 6g·156). 
6i; 

(6) 

Из (6) видно, что функция Грина возмущенного кристалла подчиняется 
уравнению Дайсона, в котором собственно энергетическая часть Vg•p' описы
вает взаимодействие с ближайшими соседями. 

Из теории известно, что полюсы функции Грина дают спектр элемен
тарных возбуждений. Для нахождения полюсов запишем (5) в матричном 
виде так: 

Gg' k' = "\1 ( 
1 

) G
0
µ· k' (7) 

' ~ l-G0V ' ' 
р' g'p' -

( 
1 ) Bp'g' (- 1)g'+p· Minor {(! - G0 V)}p'g' 

1 - G0V g' р ' = л л 

Л = det \! - G0 V \. (8) 

Видно, что кроме полюсов функции Грина G0 появляются еще по
люсы из-за равенства нулю детерминанта Л. Условие Л=О определяет 
локальные колебания вбJjизи дислокации. Это уравнение, однако, имеет 
очень сложный вид (Л - детерминант 5-го порядка) и в таком виде 
неудобно для исследования. Однако, используя симметрию задачи, на 
основе теории групп можно найти унитарную матрицу 

-1 о о о о 

о 112 11V2 о 112 

и = о 1;2 - 11V2 о 1;2 

о 112 о 11V2 - 112 

_о 112 о - 11V2 - 112 -
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с помощью которой детерминант Л можно привести к квазидиагональному 

виду, благодаря чему уравнение принимает вид Л1 Л~ Л3 = ~0, где 

1 - 8 ( J' - J) Sa + 8 ( J' V SS' - JS) Ь - 2а ( J"S' - JS) а 
Л1 = 

4 [(J'VSS' -JS) (а + 2с + d) -4 (J' -J) Sb - a (J"S' -JS) Ь] 

4[(J' YSS' -JS)a- (J'S'-.- JS)b] 

1+8 (J' Vss' -JS) Ь- 2 (J'S' -JS) (а+ 2с + d) 

Л2 = 1 -2 (J'S' -JS) (а- с) = О, 

Л3 = 1 - 2 (J'S' - JS) (а - 2с + d) = О. 

Для краткости положим: 

_ __ 
4
_
1
1s _ _ ( 2_1:п)_2 5c ___ df_x_d~fy __ 

J 11-(cosfx + cosfy) 

- -- -- _rs __ e-_if x_d_f_x_df~y-
4JS (2:rt)2 J 11 - (cos f х + cos fy) 

_ 1 ss e-i(fx+ fy>dfxdfy 

- - VS 11-(cosfx+cos fy) ' 

d = G?з = Gg1 = G~2 = G~4 = 

а = L ( 1 - eif z бz) = 2 ( 1 - COS f z) , 
(Jz 

E + µ.:1t 
'У1 =3- -cosf . . , 4JS ~ 

=0, (9) 

(10) 

(11) 

Равенство выписанных элементов функции Грина G~,, k ' можно пока
зать, зю11ен яя в соответствующих им интегралах f х и f У на - f х и - f у · 
п . о 0о• 0о · О G о ри такои замене Gg· ,k' переходит в g'. k' = k' g'. тсюда все g',k' 

вещественны. 

В случае бесконечно длинных волн (f = О) возмущение на длинных 
волнах в уравнениях (10) и (11) исчезает. Если S = S', то так как вклад 
в интегралах а, Ь, с и d дают только малые f, уравнение (9) можно пред-
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ставить в виде 

(J - J") 1; 
1 

= --J- (2~)2 ss 
11' + 1; + f~ 

где 

,_ E+µ.51t+f2 
1'] - - 2JS Z• 

Решение (12) имеет вид 

BnJ 

2 2 (J-J")f; 
Е' -fz = -foe Е' = E+µ.5't' 

2JS 

(12) 

(13) 

(fo - некоторая константа, порядка величины предельного в0лнового 
вектора длинноволновых колебаний). 

Как на это указывали И. М. Лифшиц и А. М. Косевич {8], закон 
дисперсии ( 13) является характерным для двухмерных задач. Сравни
вая с результатами, полученными ими для фононов, видим, что имеется 
экспоненциальная зависимость от интенсивности возмущения и отсут

ствие критического значения этой интенсивности, начиная с которого 
происходит отщепление частоты локальных колебаний. Для существо
вания последних, как и для фононов, требуется определенный знак 
возмущения и при нужном знаке частота отделена конечной щелью от 
начала спектра объемных колебаний кристалла. 

Если S =t= S', то решением уравнения Л1 = О служит 

Е -fz=-foexp - _ _ ± , 2 2 { 8n;J'(ySS'-S)+(JS-J"S')I~ 

J' (J{SS' - S) [4J' (ySS' - S) + (JS - J"S') t;J 

+ 
-{з21 12 (ySS' -S) + (JS-J"S')2 l;+в (JS- J"S') (ySS' -S)f; 1· 

- J'(ySS' -S) [4J'(ySS' -S)+(JS- J"S')l;J 
( 14) 

При S = S' получается формула (13). Из (14) следует, что если 
S =t= S', то длинноволновые колебания остаются и в случае, когда J" = J. 
Если, однако, как отмечалось раньше, S = S ' и J" = J, то возмущение на 
них исчезает. 

Плотность состояний и колебания при f =t= О 

Для нахождения плотности состояний g (Е) спиновой системы ферро
магн11тного кристалла с дислокацией воспользуемся формулой 

g(E) = -
1

- !т Sp Gp· k' (Е - is), (s =О+). 
п;№ • 

Из (6) и (7) следует, что функции Грина можно представить в виде 

G=G0 + G0V 
1 

G0 • 
/- G0V 

Используя также (8) и (15), g (Е) запишем в виде 
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g(E) = - 1
-ImSpG(E); 

п;№ 

(15) 



_l_ ~ Gg'g' = -
1
- G8 + ~ . G~'s' Vs'k' G~' g' Bk'/', 

n№ ~ n n№Л ~ 
g' :g' s' ,k' l' 

r де G~ = Q~, g' не зависит от g'. Отсюда, с помощью соотношений 

получаем 

d~o о d 0o - Gg's'Gl'g' =- - l's' 
dE dE ' 

g' 

Л = E(I-G0V)z ',k' B1 ',k', 
k' 

-- = - Vs' k' В1 ' k' --Gz' s' 
dЛ ~ d о 
dE ' ' dE ' 

/' ,S', k' 

1 Л~(E-is) 
g (Е) = go (Е) + n№ Im Л (Е- is) ' 

Л'=~ 
Е- dE ' 

где g0 (Е) = -
1
- Im G8- плотность состояний «идеального» кристалла. В на
n 

шем случае Л = ПЛi (i = 1, 2, 3), где Лi дается (9), (10), (11). Итак: 
i 

л~ л; л; л; -=- +2-+-. 
Л Л1 Л2 Лз 

т. е. 

1 л; 2 л; 1 л; 
g(E) = g0 (E) + --Im-+ ~Im-+ --Im-, 

n№ Л1 n№ Л2 n№ Л3 

которое указывает на то, что различные ветви колебаний вносят аддитив
ный вклад в плотность состояний с весами, соответствующими степени вы

рождения локального уровня. 

Представим Лi в виде 

лi (Е - is) = лi ( Е - is) = Re лi + I т лi, 
Е =E-4JS (1 _-cosfJ, i = 1, 2, 3. 

Тогда изменение плотности состояний за счет наличия дислокации 

1 л; 1 
Лg . (Е)= -Im-=-

, n№ . лi~ n 

о EI~ тсюда, если при некотором 

Re Лi Imл;-Re л; lm Лi 

(Re Лi12 + [/т Лi]2 

Re лi ( Е ?) =о (16) 

и, кроме того, Im Лi ( Е ?) мало, то Лgi имеет резкий максимум. Для на
хождения вида g (Е) вблизи Е ? разложим Re Л1 ( Е ) в ряд вблизи Е ? 

Re лi ( Е;) = Re л; ( Е ?> (Е - Е ?) + .... 
о ' о о 

Положив гi = - Im лi ( Е i) /Re лi ( Е i ), то когда Е близко к Е i' нахо-
дим, что изменение плотности состояний дается формулой Лоренца 

Лgi = _1_ Гi 
n (Е - E?)-j~ Гz 
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Если решение уравнения (16) находится вне интервала, где обращается в 
нуль выражение Е -4JS (2-cosfx -cosfu), то мнимая часть Л1 исчезает 
и Г1 =О. В этом случае Лg1 = б ( Е - Е ?) . Однако Е зависит от cos f 2. 

и таким образом наличие дислокации приводит к появлению целой ветви 

колебаний с непрерывным спектром частот. Если Е? тdкое, что Г, *О, 
то в зависимости от того, будет ли Г1 >О или Г1 <О, можем говорить °' 
«всплеске» или «провале» в функции Лg1 (при наличии примеси см. [ 17]). 
При Г1 *О появляются квазилокальные колебания. 

Рассмотрим уравнение Л2 =О. Отделяя вещественную и мнимую часть 
Л2 (Е - is), получим 

00 

Л2 = 1 + J'~; J s sln 11t rЛ (t) + л (t)] dt + 
о 

00 

+ i J'a-J J' cos11t[J5(t) + Л(t)]dt 
2J 

о 

(17) 

(J п (t) - функции Бесселя действительного аргумента и целочисленного 
индекса). Интегралы, входящие в (17), после некоторых преобразований. 
могут быть найдены в справочниках (см., например, [18]). Они выража
ются с помощью функций Лежандра полуцелого индекса. Решение [ 17] в 
интервале l 11 I < 2 имеет вид 

_и_ = 1 Р.1• ( 1 - ; ) -( 1 - ; ) Р _ •;. ( 1- + )- 11. О < 11 < 2 

J~-J (t-; )Р-·1. (1-; )-P1;. (l-; ) + 11, -2<11<О 
а= S'JS. 

На рис. 1 изобрзжены правые части (кривая 2) и - Im Л2 (кривая 2') 
(е = З-11). 

2J 
Так как J и J' положительны, то область - 2 < ---

J~- J 
является 

воспрещенной. Это означает, что в рассматриваемом случае вблизи ниж
него края спин-волновой полосы идеального кристалла не существует вир-

туальных уровней. При сравнительно больших J~ (J~ > 3, ЗJ) тоже не воз
никают колебания. Квазилокальные колебания появляются всегда, когда 

выполняется соотношение 3, ЗJ < J~ < 6, ЗJ. Если J~ > 6, ЗJ, то всегда за 
счет cos f z имеются «выпавшие» из непрерывного спектра локальные коле-

бания . При этом чем больше J~ , тем больше спектр частот этих колеба
ний. 

Рассмотрим случай 11 > 2. При больших 11 легко получить зависимость 
частоты колебаний от J и J' в аналитическом виде. Действительно, как 
по :<азали Костер и Слэтер [14], при вычислении входящих в Л2 интегра
лов можно воспользоваться формулой 

е -i(n f х+ m f у> 00 

(2~)2 51 ( f + f) dfx dfy = s e-rit !п (t ) dt, J Тj - cos х cos у о 

что дает 
00 

21 =.r e-rit[J2 (t)/0 (t)-I5(t)]dt 
J' (J - J ) 

(18) 

о 
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(1 п (t) - функции Бесселя 1-го рода чисто мнимого аргумента). Когда ri 
сравнительно велико, вклад в интегралы будут давать малые t. Тогда за
меняя 1 п (t) ее асимптотикой при малых значениях аргумента 

J (t) ~ (t / 2)n 
п Г(п + l)' 

находим 

00 

e-11t 10 (t) dt = - + - . 5 
2 1 1 

11 113 

о 

Отбрасывая второй член ввиду его малости и учитывая, что первый ин
теграл в (18) порядка ri-3, находим, что 

11= 
J'cr- J 

2J 
(19) 

J' 
При ri > 2, однако, должно выполняться соотношение 1 - - а > 4. Об

J 

ласть таких значений J и J' является 
запрещенной, т. е. вблизи нижней гра
ницы е =О нет локальных колебаний 
(е = 3 - 11). Ввиду антисимметричности 
действительной части ураннения (18) от
носитеJ1ьно Т] = О (е = 3), при - 2 < 
< 11 < О получаем опять ( 19). Если 
учтем и более высокие степени l / Т], 
получим кривую, данную на рис. 1. 

Аналогично, отделяя вещественную 
и мнимую часть Л3 (Е - is), имеем 

?,U 
2J 

J/s-J 
t,U 

и 1--f"'~=-----~~s~--'="и--. 

_Е•µН~ 
Е- IJ.7$ Clls/1 

- 1,0 

-l,D 

J, (J - J [ ( 112 ) 11
2 

( 11
2 

) ] Л3 = 1 + 
2
J i 2Р , 1• 1- -

2
- + -

2
- Р -'!• 1 - -

2
- - 11 -

J'cr-J[( 11
2

) (11
2 

) (11
2 

)] - i 
2
J 1 - -

2
- Р _ ,1, -

2
- - 1 -2Р.11 2 - 1 • 

На рисунке 1 показан вид - RеЛ3 + 1 (кривая 3) и - 1 тЛ3 (кривая 3'). 
Уравнение Л3 = О дает колебания другого типа1 . В этом случае ло-

б о< 2J <2. кальные и квазилокальные коле ания появляются, 1югда 
J'cr- J 

И здесь за счет наличия cos f z всегда имеются колебания, частоты кото
рых лежат вне спин-волновой полосы идеального кристалла. При увели

J' 
чении -- а число частот тоже увеличивается. 

J 
Внутри спин-волновой полосы идеального кристалла возникают квази-

2J 
локальные кожбания, котоrые с увеличением затухают. Как и в 

J'a-J 
рассмотренном выше случае Л2 = О, вблизи нижней границы спектра коле
баний не возникает. Длинноволновые колебания (вблизи нижней границы 
спектра) содержатся только в уравнении Л1 =О. 

Автор выражает благодарность чл . -корр. И. М. Лифщицу за предло
женную тему и ценные указания во время работы. 

i Оно соответствует неприводнмсму предстаnлению B1g группы, c4v х с1. Л1 и л2 
соответствовали представлениям A1g и Eu. 
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