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I(ристаллическое состояние рассматривается как квазиравновесное, выводится 
приближенное уравнение для одночастичных функций распределения отдельных атомов . 
Исследуются непер1:1одические решения полученного уравнения, вычисляются термоди
намические функции и анализируются условия равновесия. Производится сравнение с 
результатами, полученными в теории самосогласованного поля, дополненной правилом, 
исключающим «энергию самовоздействця» . 

Введение 

Идея описывать кристаллическую фазу пространственно-периоди
ческой функцией плотности была эффективно использована еще в 1936 г . 
[1]. Статистический смысл плотности в этой работе, однако, не уточнял
ся. В работах (2, 3] кристалл описывался периодической функцией рас
пределения, подчиняющейся кинетическому уравнению самосогласован
ного поля . В более ~поздних работах, опирающихся на уравнение само
согласованного поля Власова, выводимое из цепочки уравнений Бого
любова [4], кристалл отождествлялся с периодическими решениями для 
одночастичной функции распределения, подчиняющейся уравнению 
самосогласованного поля исправленному с учетом непроницаемости 

частиц {5, 6]. Наибольшие успехи в этом направлении достигнуты в ра
ботах (7-9], в которых было показано, что модифицированный метод 
самосогласованного поля, дополненный правилом, исключающим энер
гию действия частицы самой на себя, поэволяет не только пострщ1ть 
удовлетворительную теорию кристаллического состояния, но и получить 

некоторые качественные выводы для жидкой и газообразной фазы . 
Поскольку в работах 1[5-9] для одночастичной функции исполь

зуется уравнение, вытекающее в некотором приближении из цепочки 
уравнений Боголюбова, постольку используемая в них одночастичная 
функция , представляющая собой плотность вероятности одной частицы, 
находится в заданной фазовой точке 

(1) 
-+ -+ -+ -+ 

(где D (r1 , р1 , ••• , rN, РN)-N-частичная плотность вероятности), про-
порциональна средней плотности числа частиц 
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--+-+ N -+ ~ -+ -+ 
v(r,p) =Е б(r-rk)б(p-pJ. 

k=I 

Действительно, при выводе из уравнения Лиувилля цепочки уравнений 
-+-+ -+-+ 

Боголюбова D (r1, р1 , ... , ГN, PN) полагается симметричной и поэтому все 
wk одинаковы, в силу чего 

--+-+ N _. - -+-+ 
v (r, р) = Е wk (r, р) = NW1 (r, р) . 

k=I 

Однако если пространственно-периодическая средняя плотность 
числа частиц может изображать кристалл, то пространственно-перио
дические плотности вероятности, одинаковые для всех частиц, отнюдь 

r не соответствуют кристаллической структуре, ибо при этом имеется 
значительная вероятность, что в одних узлах находится несколько ато-

1 мов, а в других - ни одного. С этим противоречием, очевидно, связан 
и тот недостаток теории самосогласованного поля (2, 3], при котором 
правильное выражение для средней энергии может быть в ней получено 
лишь при использовании дополнительного правила, выбрасывающего 
«энергию самовоздействию> частицы. В работах И. П . Базарова [8, 9] 
была показана эквивалентность стационарного уравнения Власова не
которой вариационной задаче. Это позволило разработать способ устра
нения для кристалла указанного дефекта, сводящийся к обрезанию 
снизу интеграла, выражающего ере.днюю потенциальную энергию си

стемы, причем параметр обрезания определяется решением вариацион
ной задачи. 

Отмеченный недостаток устраняется автоматически, если одно
частичные функции плотности вероятности считать различными для 
каждой из частиц непериодическими функциями (в кристалле каждая 
частица находится в окрестности своего узла и практически не 1Пере

ходит в другие узлы). В этом случае сумма сингулярно-подобных функ
ций плотности вероятности W k образует ~периодическую среднюю плот-

- --+ --+ 
ность числа частиц v (r, р), если максимум каждой Wk расположен в 
узле номера k кристаллической решетки. Очевидно, при таком выборе 
Wk вблизи каждого узла находится лишь одна частица. Исправленная 
таким образом картина кристалла несовместима, однако, с допущением 
о симметрии N-частичной плотности вероятности, а следовательно, и с 
представлением об абсолютном термодинамическом равновесии, по
скольку термодинамически равновесное состояние О'Писывается симмет

ричной фазовой функцией распределения Гиббса. Теория , приводящая 
к подобной картине, не может быть получена из цепочки уравнений 
Боголюбова, так как последняя выводится в предположении симмет
ричности N-частичной функции распределения. Она может быть по
строена лишь как квазиравновесная теория, уравнения которой выво
дятся непосредственно из уравнения Лиувилля с иопользованием упро
щающих предположений. 

Ниже развивается простейший вариант такой теории для идеаль
ных кристаллических структур. 

§ 1. Вывод основного уравнения 

Проинтегрируем rпо всем координатам и им1пульсам, за исключе-
-+ -+ 

нием координаты rri и импульса Pi i-той частицы, левую и правую часть 
уравнения Лиувилля 
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N 

__?: = [Н, ~] = l: {--:k V,kD + ~ VгkФkiVPkD} 
k=l i*k 

для системы N одинаковых частиц, попарно взаимодействующих друг с 
--+ -+ 

другом посредством потенциала Фм=Ф(lrk-r;I). В результате получим 
систему уравнений для одночастичных плотностей вероятности (1) 

~ N 

д:~ + : v,/X1
;-~ (1- 6;j) 5 'Vг;Ф;;'i\/p1W1id~d~ = О, 

/=1 

-> -+ -+ 

(2) 

rде W;; (r;, Р;. r;, Р;. t) - двухчастичная плотность вероятности, т. е. ин-
.... -+ ~ -). 

теграл от D по всем координатам и импульсам, кроме r1, Р;. r;, Р;. а 
~ii- символ I(ронекера. Множитель (1 - 6;i) показывает, что суммирова
ние ведется по всем j, кроме j = : i. Из системы уравнений (2), как хоро
шо известно (см. [10]), получается первое уравнение из цепочки Боголю
бова, если положить W1 = W1 и все Wii = W12 . Мы, однако, не будем де
лать этого предположения, так как D не считаем симметричной и будем 
исходить непосредственно из системы уравнений (2). 

Система уравнений (2) не является замкнутой: она содержит 

N одночастичнь!х и N (N - 1) ф • 
двухчастичных ункции, причем для по-

2 
-следних также можно составить систему уравнений, которая будет со
держать трехчастичные функции и т. д., т. е. можно построить цепочку 
систем уравнений. Для вывода из этой цепочки приближенного замк
нутого уравнения необходимы, так же как и в случае цепочки уравнений 
Боголюбова, упрощающие предположения, обрывающие эту цепочку. 

Сформулируем упрощающие предположения, достаточные для по
строения, квазиравновесной теории идеального кристалла. 

1. Предположим, что двухчастичные функции мультипликативны: 

(3) 

Это условие является хорошим приближением, если одночастичные 
функции не перекрываются и каждый атом движется в поле, создавае
мом сразу всеми окружающими его атомами. 

2. Будем считать состояние на·столько медленно изменяющимся со 
временем, что функции Wi можно считать не зависящими от времени, 
т. е. положим 

дW; =0. 
дt 

(4) 

Это допущение вполне обосновано, если за время наблюдения обменом 
атомов между отдельными кристаллическими ячейками можно прене
бречь. 

3. Для однородного идеального кристалла при N-+oo естественно 
'Считать все одночастичные функции одинаковыми по форме, но сдви
нутыми одна относительно другой так, что максимум каждой функции 
находится в соответствующем узле кристаллической решетки. Иначе 
говоря, полагаем 

-). ....+ -+ -+ --+ 

Wk (rk, Pk) = W (rk-ak, Pk), (5) 
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4 

где a1i - векторы, зависящие от типа решетки и ее параметров, способ 
определения которых будет указан в дальнейшем как следствие ра з ви
ваемой теории. 

Используя (3), из системы (2) получаем замкнутую систему 
N уравнений 

-+ N 
дWt Pi ~ s -+ .... • дt + -;-vгiW1 -vp1W1 ~ (1- 6ii) vг1Ф1iWidridpi =О, (6) 

i=I 

i=1,2, ... ,N. 

Подставляя (4) и (5) в одно из уравнений системы (6), полагая ai=O 
и используя замену переменных j 

-+ --+ -+ -+ --+ -+ 4 -+ -+ 

r = ri; r' = ri- aJ; р = pi; р' = Pi' 
4 4 

получаем уравнение для W (r, р) 
.... 
р -+4 4 .... 

5 
................ 44 

-;-vгW (r, р) - vPW (r, р) VгК (r-r') W (r', р') dr'dp' =О, (7) 

где 

-+-+ ~ -+-+ ...... 
К (r - r') = ~ Ф ( 1 r - r' - а1 1 ) • (8) 

Физический смысл ядра (8) очевиден. Это потенциальная энергия час-.... 
тицы, имеющей координату r и взаи ~одействующей с остальными час-

.... 4 

тицами, расположенными в точках с координатами ai+r'. Заметим, что 
в выражении (8) действие частицы самой на себя отсутствует 1. 

Переменные в уравнении (7) разделяются, т. е. решение можно 
искать в виде 

-+ ...+ -+ .... 
W (r, р) = f (р) w (r). (9) 

Подставляя (9) в (7), получаем 

4 

а функция w (r) удовлетворяет уравнению 

4 15 4- 4-+ In Лw (r) + е К (r - r') w (r') dr' = О, (10) 

1 Если аналогично работе [6], вместо (3) наложить условие, приближенно учитываю
щее парные корреляции 

.................... -+-+ -Э.-+ - -+ 
Wij(ri, Pt. 'i• Pi• t)=W1(ri, Pi• t) Wj(Гj, Pi• t)G(lr1-rjl). (3') 

то ядро уравнения (10) будет иметь вид 
4-+ .... 

1r-sr'-ai1 G (r-t) дФ (r" ) dr". /((-;_;)=~ 
~ дr" 

(8') 
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где А, f.. - нормировочные константы: 

S 
~ .... s ......... 

w (r) dr = f (р) dp = 1. 

Назовем уравнение ( 1 О) основным. 
Внешне полученное уравнение не отличается от уравнения для 

пространственной функции распределения, 1выводимого из уравнения 
самосогласованного поля (3). Однако от последнего уравнение (10) от
ли~ается ядром . Кроме того , в предлагаемой теории искомой функцией 

w (г) является сингулярноподобная, т. е . непериодическая, функция 
плотности вероятности. 

§ 2. Исследование основного уравнения 

Будем искать такое решение уравнения ( 10), которое при 8-+0 
имеет вид 

..... ~ ~ 

w (г) ~ w0 (r) = б (r). (11) 

Решение уравнения (10) при 6 =F О можно получить методом итерации 
1 -+ ..... 

(подобно [8]), взяв в качестве нулевого приближения w0 (r). Подставив w0 (r) 
под интеграл в уравнение (10), получим первую итерацию 

где 

..... 
и•(г) 

~ 1 --· 
w1 (г) = J: е 0 

, 

..... s ~ ........ ~ 
u0 (r) = К (г - r') w0 (г') dr' = ~ Ф ( 1 r - а; 1). 

а /i=O 
(12) 

Разлагая в формуле (12) :потенциальную энергию в ряд Тэйлора и 
ограничиваясь вторым порядком, получим гармоническое приближение, 
удовлетворительное для не слишком высоких температур 

3 

w1(r) = +exp{-+[и0 + + ~ Far.xaxr.J}. 
a,r.=1 

(13) 

где 

о о iflUO (-:) 1 
и = и (О), F ar. = · 

дхаахr> -;=О 

Заметим, что гармоническое приближение первой итерации факти
чески совпадает с гармоническим приближением точного решения ура в-

~ 

нения ( 1 О) . В самом деле, пусть w (r) - точное решение уравнения ( 1 О). 
Тогда, ра злагая в ряд точное выражение ~потенциальной энергии, полу-
11им в гармоническом приближении 

где 

3 

ио = ио + _1_ ~ ~ 
2~~ 

..... ~ 

iРФ ( 1 r - r' 1 ) 
3 

-+ (Qa)2 = Uo + + ~ Faa(Qa)2, 
:=°..+ а~о 
Г'=аj 
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а (Q0
) 2 - среднее квадратичное отклонение атомов из положения равнове

сия в направлении координатной оси ха, причем 

(Q(L)2 = -f--. 
= 

Таким образом, гармоническое приближение точного решения уравнения (10) 
3 

w Й ~ ~ ехр {-f [u0 + + ~ Fa.~xa.x~ ]} 
а. .~=1 

(13') 

практически совпадает с (13). 
Одночастичные функции 

(14) 

... 
локализованы около узлов ak, а следовательно не пери.одические, но сред

няя плотность числа частиц 

-+ --+-+ -+ N -+ 

р (г) = J v (r, р) dp = Е wk (г) 
k=I 

является периодической функцией, причем совпадающей со средней 
плотностью, полученной методом самосогласованного поля [8]. Так как 
одночастичные функции не перекрываются, то автоматически получает
ся правильное выражение для средней энергии взаимодействия частиц 

1 ~s " -+ ... -+ ...... 
И = 2 ~ Ф ( 1 ri - г1 1) wi (ri) wj (rj) dridrj. (15) 

i=F-i 

§ 3. Некоторые термодинамические соотношения 

Фазовая плотность вероятности системы N частиц в приближении 
( 13) есть 

N 2 З 

D = Z-
1cxp{-t [~(;; + ~ Fa~(x~-a~) (х~-а~)) + И0 ]}· (16) 

k= l а..~=! 

В нерелятивистской теории потенциальная энергия определяется с точ
ностью до аддитивной постоянной И0 , значение которой можно полу
чить, лишь наложив дополнительное условие, например, потребовав 
стремление потенциальной энергии к нулю при бесконечном увеличении 
расстояния между частицами. Пользуясь (16) и известными формулами 
статистической физики [10], вычислим свободную энергию 

F = Nf = _ .l_ Ne ln-(2n0) + ~ е ln (Л1Л2Л3) + И6 - -2._ Ne ln (211т6), (17) 
2 - 2 2 

где Ла. = 'Лаа -элементы матрицы llFa.~ ll , приведенной к главным осям, 
причем, как известно, 
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Внутренняя энергия 

Е = F - 0 (~t:_) = ЗN0 + И 01• 
д8 v 

(18) 

Сравнивая (18) с (15) при 0 = О, видим, что для того, чтобы удовлетво
рить указанному выше требованию, следует положить 

и0 = + ~ Ф(аk). (19) 

akof=O 

Химический потенциал дается формулой 

µ =f-v ( :~ )
0

• (20) 

где v -удельный объем, зависящий от параметров решетки. При этом 
параметры решетки определяются из условий минимума химического 
потенциала, которые в случае решетки, ~содержащей один параметр а, 
приводят к уравнению 

(_!_!_) = -Р, 
дv 0 

где Р - давление, которое считается заданным. В развернутом виде 

3 

~ [ дио + _1 0 '\..., _1 д'J..т: ] = - р. (21) 
Зv да 2 ~ Лт: да 

т:=I 

Используя выражение (20) и задавая потенциал взаимодействия 
Ф (r), можно выяснить, какой тип кристаллической ·решетки является 
устойчивым, т. е. имеет минимум соответствующего термодинамическо
го потенциала, а также исследовать возможность фазового перехода 
между различными типами решетки. Такой переход возможен, если 

или 

и~< и~, ('J"1Л2Л3)'' > (Л1Л2Л3) ', 

где штрихом и двумя штрихами обозначены значения соответствующих ве
личин для различных фаз . Температура фазового перехода . , 

еф - 2 _и_о_-_ио_ 
. п. - lп (Л1Л2Лз)' 

('J..1 'J..2 Л;;) " 

(22) 

Формула (22) справедлива для малых давлений pv « f. Кроме того, 
чтобы такой фазовый переход был возможен, необходимо, чтобы тем
пература (22) была ниже температуры плавления . 

В случае потенциала Леннард-Джонса 

1 Такое же выражение получено при помощи уравнения самосогласованного 
поля [8]. 
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химический потенциал (20) минимален в решетках с плотнейшей упа
ковкой, причем при низких температурах расстояние между узлами 

а::::::: 1,091, 

что хорошо согласуется с экспериментальными данными для кристал

лов инертных газов {11, 12], имеющих кубическую гранецентрированную 
решетку. Соответствующие значения приведены в таблице 

о о 
а -

о, А а, А о 

Ne 2,79 3,20 l, 15 
Ar 3,42 3,84 1t 12 
Kr 3,61 3,96 1,10 
Хе 4, 10 4,42 1,08 

Используя термическое уравнение 
а=а(р, 0), однако такое исследование 
работы. 

(21), получим зависимость 
выходит за рамки данноii 
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