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РАСЦЕПЛЕНИЕ ЦЕПОЧЕК УРАВНЕНИИ БОГОЛЮБОВА 

В ТЕОРИИ КРИСТАЛЛА 

Устанавливается, что при статистическом рассмотрении кристалла методом функ­
ций распределения цепочки уравнений Боголюбова для равновесных и кинетических 
функций достаточно оборвать на первых уравнениях, подставив в них вместо бинарной 
функции распределения произведение соответствующих одночастичных функций. 

§ 1. Постановка задачи 

Наиболее эффективным методом статистического изучения равно­
весных и неравновесных кинетических процессов в многочастичных си­

стемах является метод функций раопределения. Сущность этого метода 
состоит во В!Ведении последовательности функций, определяющих веро­
ятности различных состояний в фазовом пространстве комплексов, из 
одной, двух и т. д. частиц •системы и в установлении совокупности за­
цепляющихся уравнений («иерархии» уравнений) для этих функций [1]. 
В теории статистического равновесия иерархия уравнений для функций 
распределения получае11ся на основе канонического распределения 

Гиббса, а в теории кинетических процессов исходным является соотJВет­
ственно основное уравнение статистической механики - уравнение 
Лиувилля для фазовой плотности. 

Каждое из уравнений цепочки Боголюбова не является замкнутым. 
Мы «оборвем» цепочку и получим замкнутое уравнение для s -частич­
ной функции распределения, если в s-м уравнении цепочки приближен­
но выразим s + 1 -частичную функцию через s-частичные функции. 

Возникает вопрос- на каком по порядку уравнении (s= ?) и 1В ка­
кой конкретной форме следует провести подобный обрыв цепочки Бого­
любова при изучении той или иной физической системы? Мы должны 
при этом •с помощью замкнутого уравнения для s-частичной функции 
распределения при отбрасывании ·всего остального «хвоста» иерархии 
уравнений получить достаточно хорошую точность для описания рас­
сматриваемой ·Системы. 

В применении к реальному газу, жидкости и кристаллу этот вопрос 
до настоящего времени является открытым, несмотря на его принци­

пиальную важность и значение в статистической механике. 
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Решение статистической задачи многих ча·стиц в приближении 
мультипликативности бинарной функции распределения 1 называется 
приближением ~самосогласованного поля, а решение этой задачи пра 
использовании аппроксимации для трехчастичной функции распределе­
ния (т. е. обрыв цепочки Боголюбова на втором уравнении) в виде про­
изведения двухчастичных функций распределения носит название супер­
позиционного приближения. 

Мы ·считаем ~[см. 2-11], что для жидкостей и газов приближение 
самосогласованного поля является совершенно непригодным, а длп 

кристаллов оно является настолько хорошим, что при классическом 

рассмотрении теория равновесного кристалла есть статистическая тео­

рия многих частиц в приближении ра1вновесного самосогласованного 
поля; а теория стационарных неравновесных свойств к·ристалла пред­
ставляет собой статистическую теорию в приближении кинетического 
уравнения самосогласованного поля. Иначе говоря, исходя из [2-11] 
мы хотим доказать, что в применении к кристаллу цепочки уравнений 

Боголюбова (как для равновесных, так и кинетических функций рас­
пределения/) следует оборвать на первом уравнении, подставив в них 
вместо двухчастичной функции распределения произведение соответ­
ствующих одночастичных функций. Следовательно, решение ·статисти­
ческой задачи многих тел в приближении самосогласованного полн 
полностью определяет физику кристаллов. Аналогично и квантовая 
теория кристалла есть тоже статистическая теория многих тел в при­

ближении самосогласованного поля. 

§ 2. Уравнение равновесного самосогласованного поля и вопрос о его 
применимости к кристаллу, жидкос.ти и газу 

Для системы из N частиц (атомов) в объеме V при температуре Т 
с парным потенциалом ~взаимодействия между частицами Ф (r) в llJ 
введены функции распределения Fs (q1. "" qs) , определяющие плотность 
вероятности ра·сположения данных s частиц в точках q1, q2, ... , qs. 

«Родовые» функции распределения Ps (q1, ... , qs) более удобны, чем 
«видовые» F5 • При наблюдении за ·системой частиц мы найдем одну 
какую-либо (не обязательно частицу 1) в точке q,, другую частицу в 
точке q2, ". и, наконец, последнюю частицу в точке qs. 

Откуда 

N! 1 
Ps (q1, · · · ' qs) = (N-s)! · vs ·Fs (q1, · · · ' qs) (1) 

и 

.r ... _\ Ps (q1, ... ' qs) dq1 ... dq, = (N ~ s)! (2) 
\1 v 

Одночастичная и двухчастичная функция р1 (q) и р2 (q, q') связаны 
уравнением 

(:) др1 (q) + 5 дФ (1 q - q' !) Р2 (q, q') dq' = 0. 
дqа дqа 

(3) 

v 

В некоторых случаях [12-14] удобно пользоваться асимметричными 
функциями- распределения F (s) (q1, ... , q5 ) и P<s> (q1, ••• , q), в которых 

1 И, следовательно, при обрыве цепочки уравнений Боголюбова (для равновесных 
и кинетических функций распределения) на первом уравнении. 
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одна из совокупности s частиц играет особую роль. Функция р (2) (q, q') 
определяет плотность вероятности обнаружения частицы в точке q', если 
частица 1 закреплена в q. Нетрудно установить, что 

( ) 
Ps (q1. · · · • qs) P<s) ql, · · · ' qs = ---'--'---'-"'----'-'--

Ps- 1 (q1 • · · · • qs-1) 
(4) 

Применим уравнение (3) к кристаллу. В работе 1[11] в ·соответствии 
с опытом ~15] и 1в отличие от 1[16] было установлено, что обла·сти движе­
ния частиц около узлов кристаллической решетки не только не пере­
крываются, но и их линейные размеры Ь малы 'ПО сра1внению с рас­
стоянием между ближайшими 1соседями а. Значит, движение каждой 
частицы кристалла в любой момент времени определяется взаимодей­
ствием с целым коллективом соседей. Это оправдывает допущение о 
мультипликативности бинарной функции распределения частиц кри­
сталла 

Р2 (q, q') = · Р1 (q) Р1 (q'), (5) 
поскольку 

lq-q'l » b. (6) 

Подставляя (5) в (3), получим уравнение самосогласованного поля 
для одночастичной равновесной функции раапределения в приближе­
нии (5) 

е lп Лр1 (q) + s ф (1 q - q' 1) Р1 (q') dq' = О, (7) 
v 

где Л- постоянная нормировки. 

Согласно [11] одночастичная функция распределения р 1 (q) в кри­
сталле имеет вид 

Р1 (q) = ~ Р~ (q), (8) 
i 

где видовые одночастичные функции р~ (q) имеют острый максимум со­
ответственно в i-том узле и отличны от нуля только около этого узла. 

Причем в силу равноправности всех узлов функции pi1 (q) одинаковы по 
форме и лишь смещены относительно друг друга на целое число периодов: 

р~ (q) = р (q- ai) (ai - вектор узла решетки). 

Без использования условия (6) уравнение (7) к кристаллу не при­
менимо. В жидкостях и газах подобного условия не существует, поэто­
му уравнение (7) к ним также не применимо (см. § 3). 

В [17] уравнение самосогласованного поля применялось к жидко­
стям и га з ам, а также без учета и вопреки условию (6) к кристаллам. 
Как было показано в {18], такое применение этого уравнения в теории 
твердого тела приводит к нелепым результатам. Дефект уравнения (7), 
если принимать (5) на сколь угодно малых расстояниях без ограниче­
ния (6), состоит в том, что оно rприводит к учету собс11венной энергии 
частиц. Кроме того, само по •Себе уравнение (7) имеет еще и тот недо­
статок, что не позволяет определить период кристалла, так как при 

0-+0 удовлетворяется при произвольном периоде [17]. 
Развиваемое в работах [2- 11] рассмотрение кристалла, как стати­

стической системы в приближении самосогласованного поля, ·свободно 
как от дефекта, так и от недостатка уравнения (7) и принципиально 
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отличается от теорий кристаллизации и кристалла, построенных щt 
основе уравнения (7) в [17]. 

Чтобы найти уравнение для одночастичной функции распределеню1 
р 1 (q) ·в кристалле в приближении •самосогласованного поля при учете 
(6), подставим (8) в (7). Тогда [!Олучим 

6 lп "л L р (q - а;) + L (1 -6;) J Ф ([q- q' 1) р (q' - aj) dq' = О, (9) 
i j v 

где 6ii - символ Кронекера. 

Уравнение (9) для кристалла ·свободно от указанного выше орга­
нического дефекта ура·внения (7). В этом уравнении q любое. Для зна­
чений q только в области Ь какого-либо одного, например, начальног0; 
узла, для которого i=O и а0 =0, из (9) rполучаем уравнение для видо­
вой одночастичной функции распределения 

(10) 

где 

N-1 

к (1 q - ql 1> = Е Ф (1 q - ql - aj 1>. 
j = I 

Заметим , что вычисление используемой нами функции распределения: 

P1(q) = Lp(q-a;) 
i 

в приближении самосогласованного поля для кристалла фактически озна· 
чает нахождение бинарной функции распределения р(2) (q, q'). Действи­
тельно, согласно (4) и (5) получаем 

Pi(q) = P1(q)p1(q') = P2(q,q') = p<
2
J(q,q'). 

Р1 (q') Р1 (q') 

§ 3. Свободная энергия сие.тем в приближении самосогласованного поля_ 
Граница устойчивости кристалла 

В {1 О] получено решение уравнения (7) для кристалла методо :vr 
итерации при относительно небольших температурах, когда в разложе­
нии потенциальной энергии можно ограничиться квадратами смещениЯ' 

частиц из положений равновесия. Аналогично можно решить и урав-
нение (10) .' · 

Конфигурационная плотность вероятности ·распределения Гиббса в. 
приближении 1самосогласаванного поля ра·вна 

1 п i D (q1, . ; . , qN) = - PN (q1, ... , qN) = Р1 (q;), 
N! 

(11) 
i 

а конфигурационная часть свободной энергии кристалла при указанных: 
температурах согласно [10] будет 

F = _ _i_ N6 ln (2116) + __!!!}__ ln (f1 f 2 f 3) + U 0 , (12)' 
2 2 

где U0 - статическая энергия кристалла, 

~ ll-a-~-
2

-~q-
0

~-/I, приведенной к главным осям . 
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В работе [ll] определена свободная энергия кристалла не только в 
гармоническом приближении, но и с полным учетом ангармонизма. Урав­
нение (8) решалось в [ll] вариационным методом. 

Согласно [10] свободная энергия системы в приближении самосогJ~а­
сованного поля как функционал р1 (q) имеет вид 

F {Р1 (q)} = 6 s Р1 (q) ln Pie(q) dq + 

+ + 5 Ф (\ q-q' [) Р1 (q) Р1 (q') dqdq'. (13) 

Это выражение убедительно показывает непригодность приближения 
самосогласованного поля для жидкости и газа, во-шервых, потому, что 

во втором интеграле <: нижним пределом О в F привносится большая 
величина в виде собственной энергии частиц, а во-вторых, потому, что 
выражение (13) дает для конфигурационной ча,стицы энтропии жидко­
сти и газа такое значение, которое равно конфигурационной части 
энтропии идеального газа. 

Как показано в работе [20], модификация метода самосогласован­
ного поля 1в применении к жидкости и газу с помощью обрезания вхо­
дящего в ( 13) интеграла на нижнем пределе на некоторой дистанции 
d (для устранения дефекта с собственной энергией) хотя и дает резуль­
таты, верные для жидкости и газа (качественно и по порядку величины), 
но не может быть проведена последовательно, так как приводит к за­
висимости параМ"етра d от Т и V. Зависимость эта не определяется ни от­
дельно уравнением самосогласованного поля, ни при дополнительном 

привлечении термодинамики . 

В работе [19] усовершенствован метод самосогласованного поля на 
малых расстояниях между частицами: получившееся в результате это­

го регуляризованное уравнение самасогла,сованного поля может быть 
использовано лишь как приближенное уравнение для жидкости и газа. 

Непригодность метода самосогласованного поля к жидкости и газу 
делает неправомерным путь построения теории кристаллизации и кри­

сталла, исходящий из ра·ссмотрения жидкости в приближении самосо­
гласованного поля и использующий ветвящееся при некоторых пара· 
метрах жидкости периодическое решение уравнения самосогласован­

ного 'ПОЛЯ. 

Полученное в О 1] •выражение для свободной энергии кристалла 
позволяет найти температурную зависимость периода а(Т) и другие 
ангармонические эффекты в кристаллах {21]. Вычисления для а(Т) 
приводят к тому, что, начиная с некоторой температуры Т0 , кристалли­
ческое состояние является неустойчивым. Температура Т0 при данном 
да•влении определяет границу абсолютной устойчивости кристалла. 
Кривая зависимости Т0 от давления близка к эмпирической кривой 
пла~ления Симона [21], что соответствует отсутствию перегрева твер­
дого тела. 

§ 4. Обсуждение результатов и выводы 

Условие (5), как и полученные на его основе выражения для кон­
фигурационной плотности вероятности ·состояний ( 11) и свободной 
энергии (12) кристалла, означает, что в приближении равновесного са­
мосогласованного поля пренебрегается корреляцией между частицами, 
т. е. кристалл рассматри~вает-ся как система частиц, независимо колеб­

лющихся около ·своих положений равновесия. В гармоническом при-
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ближении такое рассмотрение совпадает с эйнштейновской квантовой 
моделью кристалла, как совокупностью одинаковых независимых ос­

цилляторов. Известно, что, за исключением области низких температур, 
квантовая теория Эйнштейна соответ.ствует опыту, а при относительно 
высоких температурах она приводит к классическим результатам. Это 
означает, что, за исключением области низких температур, предполо­
жение о независимости колебаний атомов кристалла оправдано и , сле­
довательно, уравнение самосогласованного поля (7) для кристалла 
(благодаря выполнению для него условия (6)) полностью описывает 
его равновесные свойства. 

Таким образом, в классической области при изучении кристалличе­
ского состояния вещества методом равновесных функций распределения 
цепочку соответствующих уравнений Боголюбова достаточно оборвать 
на первом уравн·ении, замкнув его подстановкой произведения одноча­
стичных функций распределения вместо бинарной функции распределе­
ния. Иначе говоря, классическая теория равновесного кристалла есть 
статистическая теория многих частиц в приближении мультипликатив­
ности равновесной бинарной функции распределения. 

В приближении самосогласованного поля, так же как и в эйнштей­
новской модели кристалла, не учитываются коллектИlвные (связанные 
или борновские) колебания его частиц. Поскольку эта модель (кроме 
области низких температур) дает правильные результаты для кристал­
ла, то с повышением температуры роль коллективных возбуждений в 
кристалле при определении его равновесных свойств уменьшается, а 
эффективность равновесного метода самосогласованного поля в приме­
нении к кристаллу повышается . При этом в отличие от теории Эйнштей­
на метод ра1вновесного •самосогласованного поля при относительно 

невысоких температурах (когда справедливо гармоническое приближе­
ние динамической теории) позволяет находить не только теплоемкость 
кристалла, но и такие его •параметры, как период решетки, размер 

области колебаний атомов около положений равновесия и др. А при 
высоких температурах (когда теория Эйнштейна уже неприменима) 
этим методом, ка•к мы увидим, можно последовательно рассмотреть 

ангармонические эффекты в кристаллах {21), обычный анализ которых 
(борновская теория) известен своей •сложностью и громоздкостью. 
Кроме того, метод равновесного самосогласованного поля дает воз­
можность решить вопрос о границе устойчИ1Вости кристаллической фа­
зы. Таким образом, метод равновесного самосогласованного поля в 
применении к кристаллу значительно перекрывает возможности эйн­
штейновской теории твердого тела ·как при средних, так и высоких 
температурах. 

Посколыку классическая область - это область относительно вы­
соких температур, то при определении в этой области равновесных 
свойств можно совсем пренебречь коллективными колебаниями кри­
сталла, описывая его ра1Вновесным уравнением самосогласованного 

поля. Однако учет коллективных колебаний в кристаллах важен и не­
обходим и в классической области, когда рассматриваются их кинети­
ческие свойства - распространение звука, адиабатические модули уп­
ругости и т. д. В работах (5, 7, 8) показано, что кинетическое уравнение 
Власова [17) в приближении самосогласованного ~поля позволяет найти 
полный спектр борновских колебаний кристалла (хотя в [17] обосновы­
вается неэквивалентность этого уравнения при 0=0 уравнениям клас­
сической механики). Это означает, что в отличие от уравнения самосо­
гласованного поля для равновесной функции распределения (7) кине­
тическое уравнение самосогласованного поля описывает кристалл как 
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систему связанных частиц, т. е. с учетом возможных в нем коллектив­

ных возбуждений. Отсюда следует, что теория кинетических свойств 
кристалла есть также теория многих частиц в приближении мульти­
пликативности ~временной (или кинетической) бинарной функции рас­
пределения. 

В работах {2, 3, 4, 6] рассмотрена квантовая модель твердого тела 
без коллекторных колебаний и установлено, что она полностью описы­
вается квантовым уравнением равновесного самосогласованного поля. 

Следовательно, это уравне!fие является хорошим приближением для 
совершенного кристалла до температур, примерно в 5 раз ниже дебаев­
ской. При более низких температурах необходимо учитывать коллек­
тивные возбуждения в кристалле. В работе '[9] показано, что эти воз­
буждения определяю11ся квантовым 'Кинетическим уравнением самосо­
гласованного поля. 

Таким образом, и в квантовом случае кристалл статистически 
полностью описывается в приближении мультипликативности бинарной 
функции распределения. 

В итоге мы приходим к заключению, что в отличие от жидкости и 
газа физика кристаллов полностью определяется приближением само­
сог ласаванного поля, так что теория кристалла есть статистическая 

теория многих частиц в приближении мультипликативности бинарной 
функции ра·спределения. Это означает, что в применении к кристаллу 
цепочки уравнений Боголюбова достаточно оборвать на первых урав ­
нениях, заменив в них бинарную функцию распределения произведе­
нием соответствующих одночастичных функций и отбрасывая все дру­
гие уравнения каждой иерархии. 
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