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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО РОДА В ЗАДАЧАХ 
О РАССЕЯНИИ ВОЛН В ПОЛЫХ НАПРАВЛЯЮЩИХ СИСТЕМАХ 

Задача о рассеянии волн на посторонних включениях в полых напр авляющих 
системах сведена к интегральному уравнению Фредгольма первого рода по поверхно­
сти включения с регулярным ядром, которое выражается через функцию Грина пустой 
системы. Доказана единственность решения полученного уравнения . Рассмотр ены раз ­
личные типы включений: хорошо проводящее тело, диэлектрическое тело и тело с 
переменными характеристиками . 

В последнее время разработаны общие методы исследования нере­
гулярных волноводов, имеющих диэлектрические, плазменные или фер­
ритовые включения [1 , 2]. Однако до сих пор практически не существует 
общего метода исследования полых ,систем с идеально или хорошо про­
водящими в1ключениями. В данной работе предлагается общий метод 
исследования распространения и рассеяния волн в на правляющих си­

стемах, имеющих металлические, диэлектрические или неоднородные 

включения. Метод основан на сведении рассматрив аемой задачи к ин­
тегральному уравнению Фредгольма первого рода. Он является дальней­
шим развитием работы (3], в кот.орой интегральные урав-нения первого 
рода используются для исследования задач дифра1кции волн различной 
природы. Метод интегральных уравнений удобен при изучении локаль­
ной структуры поля в системе ( особенно вблизи нерегулярной поверх­
ности или на ней ) . В настоящей работе для простоты рассматривается 
скалярный случай. 

§ 1. Рассеяние волн на металлических включениях 

Рассмотрим систему, которая по установившейся терминологии на­
зывает,ся волноводным трансформат,ором. Вол новодный трансформатор 
представляет собой некоторую полость D0 , ·К которой присоединено не­
сколько регулярных волноводов ( см. рис.). Поверхность полости D0 
будем обозначать через S0 , поверхность волноводов - через av = (v 
= 1, 2, .. . , р ). Внутр и полости Do помещено тело D, отраниченное поверх­
ностью S . Будем предполагать, что стенки волноводов идеальны, а по­
верхности So и S обладают достаточно большой проводимостью, так что 
на них выполняются импедансные граничные условия. Пусть внутри 

волноводного тр ансформатора имеются источники, ~плотность распреде­
пения которых определ яется локальной функцией f (Р ) (f( P ) ФО в обл а-
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сти V). Будем также считать, что волноводный трансформатор возбуж­
дается через волновод номера v0 собственной волной то этого волно­
вода . 

• Скалярная (акустическая) задача об определении поля и (М) в та­
кои системе .ставится следующим образом. Найти функцию и (М) 
которая удовлетворяет уравнению Гельмгольца : ' 

о, 

s 

Ли + k2и = -f (М) в D0 -D, (1) 

граничным условиям 

ди 
дп + h (Р) и ls.+s =О, 

N [и] /av =О, v = 1, 2, . , . , р (2) 

и парциальным условиям излуче­

ния в произвольном сечении Sv 
регулярного волновода [4]: 

s ( :: + iy~u )fP':;' (Р) dSP = 

Sv 

(т = 1, 2, .. . , v = 1, 2, .. . , р). (3) 

Здесь введены следующие обозначения: оператор N [и] равен и для зада­
чи Дирихле и ди / для задачи Неймана; Sv - поперечное сечение v-того 

дn Uv 

регулярного волновода, qJ~ (Р) - мембранные функции этого сечения, 

удовлетворяющие соответствующим граничным условиям; у~ - постоянные 

распространения в v-том волноводе; А - амплитуда волны, которой воз­
буждается рассматриваемая система; /т yv0 =О. Условия (3) обеспечи-

т. 

вают единственность решения задачи (1) -(3). Будем предполагать, что 
поверхности S и S0 удовлетворяют условиям существования решения [5] 
задачи (1) -(3). 

Пусть G (М, Р) - функция Грина пустого трансформатора, т. е. функ ­
ция ,_ удовлетворяющая в D0 уравнению Гельмгольца: 

ЛG + k2G = -4nб (М, Р), 

граничным условиям: 

дG + h (Р) G / = О, 
дп PfSo 

N [G] /PEav = 0, (v = 1, 2, ... , Р) 

и парциальным условиям излучения в сечениях Sv. 
Применяя формулу Грина в области D0-D ·к функциям и (Р) и 

G (М, Р) и используя граничные условия на поверхности S0 , получим 
следующее выражение для поля внутри волноводного трансформатора: 
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и (М) = - 1
- ~ {!.!!:__ (Р) G (М, Р)- u (Р) дG (М, Р)} dSP + 

4n 'У дп дnр • 
s 

+ - 1
- iy-;; AGJ:: (М) + -1-5 G (М, Р) f (Р) d-т:Р, 

2n ° 0 4n 
(4) 

v 
-? 

где точка М Е D0 - D, п-- нормаль, внешняя по отношению к области 
D0 -D, 

G-:r,0
0 
(М) = \ G (М, Р) <р-:,,00 (Р) dSP. 

sv. 
Формула (4) показывает, что для определения поля и (М) внутри 

ди 
волноводного трансформатора н~об:ходимо знать как и (Р), так и - (Р) на 

дп 

поверхности S. Значения !.!!:__ (Р) 1 можно исключить, используя гранич-
дп s 

ное условие (2), а для определения и ls следующим образом получается 
интегральное уравнение первого рода. Применим формулу Грина в об­
ласти D0 -D к функциям и (Р) и G (М, Р), считая, что точка М располо­
жена в области D. Тогда получим: 

~ {!.!!:__ (Р) G (М, Р)- и (Р) ~ (М, Р)} dSP = F (М), (5) 
:У дп дпр 
s 

(МЕ D) 
где 

F (М) = -2iyVoAGVo (М) -s G (М, Р) f (Р) d-r:p. 
то то 

v 

Используя граничное условие (2), перепишем (5) u виде: 

ф { :п: (М, P) + h (Р) G (М, Р)} и (Р) dSP = -F (М). (6) 
s 

(МЕ D) 
Это уравнение и является интегральным уравнением Фредго~ьма перво­
го рода для определения функции и (Р) 18 . Существование решения 
уравнения (6) вытекает из предположения, что краевая задача ( 1 )-(3) 
имеет решение. Легко доказать, точно так же как это сделано в рабо­
те {З] и бу•дет сделано далее при рассмотрении ·более сложного случая 
дифракции на неоднородном включении, что интегральное уравнение (6) 
имеет единств.енное решение. 

Решив уравнение (6) и определив !.!!:__ (Р) \ ·ИЗ граничного условия 
дп s 

(2), вычислим поле и (М) всюду внутри волнонодног.о трансфор_матора 
квадратурой по формуле ( 4). Зная полное ~поле в системе, нетрудно 
определить его любые интегральные характеристики (коэффициенты 
прохождения, отражение и др.). Отметим, что этот ·метод исследования 
рассеяния волн в полых системах особенно удобен при изучении локаль­
ной стру~ктуры поля в системе. 

Та1ким образом, задача о раосеянии волн в волноводном трансфор­
маторе сведена к интегральному уравнению первого рода. Ящ~_о интег­
рального уравнения выражается через функцию Грина ·пустого (свобод­
ного) волноводного трансформатора. Эта функция выписывается в замк­
нутом (явном) виде в исключительных случаях. Однако ее вычисление с 
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необходимой точностью может быть проведено <численными ·методами [6]. 
Следует отметить, что интегральное уравнение, аналогичное уравнению 
(6), можно получить, взяв функцию Грина не третьей, а первой или 
второй краевой задачи. Заметим, наконец, что аналогично рассматри­
вается и задача с . ~граничным условием 

а(Р)- + и = 0. ди 1 
дп s.+s 

§ 2. Рассеяние волн на неоднородном включении внутри 
волноводного трансформатора 

(2') 

Перейдем к рассмотрению более сло.ж:ного случая рассеяния волн 
на прозрачном неоднородном теле , находящемся внутри волнов,одного 

трансформат:ора. Рассмотрим тот же самый волноводный трансформа­
тор, что и в § 1, но будем считать, что помещенное внутри трансформа­
тора тело D является прозрачным и неоднородным, т. е. его характери­
стики за•висят от координат. Обозначим поле в области D0- D через 
и (М) , а nоле в области D - через u1 (М). Тогда для определения этих 
функций rюлучим следующую краевую задачу: найти функции и(М) и 
U1 (М), удовлетворяющие уравнениям: 

Ли + k2u = - f (М) в D0 - D, 
(7) 

Lи1 =0 в D, 

где Lи1 - некоторый линейный дифференциальный оператор, коэффициен­
ты которого зависят от свойств среды в области D, граничным условиям: 

~ + h (Р) и/ = О, 
дп s. 

N[u]/av = O (v = l,2, ... ,p), 

и ls = и1 \s, в (Р) ~ / = В1 (Р) ди / 
дп s дп s 

(8) 

и парциальным условиям излучения в любом сечении Sv регулярного 
. волновода: 

) ( 
ди ) iv "• z 1 - + i'Y" U ер" dSP = 2i'Y"0 Ае то Отт00vv . дп т т то s о s Vo v 

(9) 

(все обозначения имеют тот же смысл, что и в§ 1). Функции ·в(Р) и 
Е1 (Р) определяются свойствами среды в D +s. 

Будем предполагать, что поставленная ·краевая задача (7)_-(9) 
имеет решение и при этом единственное. 

Сведем задачу (7)-(9) к интегральному уравнению. Применим 
формулу Грина в области D 0-D к функциям и (Р) и G (М, Р), где 
G (М, Р) - функция Грина пустого волноводного трансформатора, опре­
деленная в§ 1. Если точка MED, то, используя граничные условия, по­
лучим 

~ {~ (Р) G (М, Р)- и (Р) _!!?_ (М, Р)} dSP = F (М), 
':У дп · дпр 
s 

(М Е D) (10) 
где 

F (М) = - 2i'Y~:AG~: (М) - J G (М, Р) f (Р) dт:Р. 
v 
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Пусть G2 (М, Р) есть функция Грина второй краевой задачи для уравне­
ния Lu1 = О в области D. 

Тогда 

и 1 (Q) = G2 (Q, N) - (N) dSн, ф ди1 

дnN 
s 

(11) 

где Q Е D + S. Поместим точку Q на поверхность S. 
ничных условий получим: 

Тогда в силу гра-

И1 (Q) ls = и (Q) /s• 
~ (Q)I = e(Q) ~(Q)I 
дп s е1 (Q) дп s 

(12) 

(предполагаем, что в1 (Q) *О на поверхности S). 
Из (12) и (11) получаем 

и (Р) = rf, G (Р N) е ( N) ~ (N) dS Р Е S 'f 2 
' e1 (N) дп N, . 

(13) 
s 

Подставляя (13) в (10) и изменяя порядок интегрирования, получаем 

интегральное уравнение для 
~, . 
дп s 

rh {q(M, Р) - е (Р) W2 (М, Р)} ~ (Р) dSP = F (М), (14) 
';t' е1 (Р) дп 
s 

(МЕ D) 

где функция W2 (М, Р) ест9 свертка функций ~ (М, N) и G2 (N, Р). За­
дпн 

метим, что функция W2 (М, Р), как функция точки Р, может рассматри­
ваться как решение следующей внутренней краевой задачи: 

LpW2 = О, РЕ D, 

дW 2 
1 = дG" (М' Р) J ' м Е D 

дпр s дnр s 

(при та.ком построении функции W2 (М, Р) точка М является парамет­
ром). 

Полученное интегральное уравнение ( 14) имеет решение. Это сле­
дует из предположения, что решение исходной краевой задачи сущест­
вует. Уравнение, аналогичное (14), для внешней задачи дифракции по­
лучено в работе [7]. 

Теперь покажем, что непрерывное решение уравнения ( 14) единст-
венно . Рассмотрим однородное уравнение: _ 

rf, {GiM, Р) - е(Р) W2 (М, Р)} ~ (Р) dSP = О 'f е1 (Р) дп 
s 

(МЕ D) 

и предположим, что оно имеет нетривиальное решение ~ \ = µ (Р) ф О. 
дп s 

Построим функцию 

V (М) = rf, {~(М, Р)- е (Р) W2 (М, Р)} µ (Р) dSP. 
';t' е1 (Р) 
s 
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"' Эта функция в области D обращается тождественно в нуль, tf в области 
D0 - D удовлетворяет однородному уравнению Гельмгольца, на поверх­
ностях S0 и av (v = 1, 2, . .. , р) удовлетворяет однородным граничным 
условиям 

дV + hV/ =О, 
дп s. 

N [VJ /av = О (v = 1, 2, ... , р) 

в произвольных сечениях Sv волноводов удовлетворяет парциальным 
условиям излучения, и на поверхности S в .силу .непрерывности при пе­
реходе через S также обращается в нуль. Поэтому из теоремы единст­
венности для краевой задачи (7)-•(9) вытекает, что V(M) =0 в D0-D. 

Теперь, используя разрывные свойства dV (М) при переходе через по-
dп 

верхность S, нах.одим, что µ(Р) =0 в точках непрерывности. Следова­
тельно, однородное уравнение имеет только тривиальное решение. а ре­

шение уравнения ( 14) единственно. 

Решив уравнение (14), найдем ~ / . Для определения и ls надо ли­
дп s 

бо решить внутреннюю краевую задачу 

Lи1 = О в D, 

~1 __ е_~ 1 (15) 
дп s - е1 дп s' 

либо интегральное уравнение 

~~ (М, Р) и (P)dSP = ~G (М, Р) ди (Р) dSP + 
~ д~ ~ ~ 
s s 

+ 2iy~1•0AG~1•0 (М) + s G (М, Р) f (Р) dт:Р' (16) 
v 

(МЕ D) 

которое выводится так же, как и аналогичное уравнение в § 1. После 
этого поле в области D0- D вычисляется квадратурами по фор:\-1уле 
Грина, а поле в области D определено при решении краевой задачи ( 15). 

Таким образом, задача рассеяния волн на неоднородном теле в 
волноводном трансформаторе сведена к интегральному уравнению пер­
вого рода по поверхности S, причем ядро уравнения является решением 
внутренней ·краевой задачи. Для решения обоих этапов задачи сущест­
вуют эффективные численные методы. Внутренняя краевая задача мо­
жет быть решена разностным методом, а интегральное уравнение пер­
вого рода - методом регуляризации А. Н. Тихонова {8]. 

При выводе интегрального уравнения (14) предполагалось, что су­
ществует функция Грина G2 (M, Р) внутренней задачи Неймана для 
уравнения Lu1 =О. Если внутренняя задача Неймана неразрешима, то 
можно воспользоваться функцией Грина G1 (М, Р) для внутренней зада­
чи Дирихле. Тогда вместо уравнения (14) получим следующее урав­
нение: 

th { дWi (М, Р)-~ (М, Р)} и (Р) dSP = F (М), 
':У дnр дnр 
s 

( 17) 

(МЕ D) 
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где функция W1 (М, Р) определяется как решение внутренней задачи: 

LPW1 =О в D, 

W IPES = е (Р) G1 (М, Р) IPEiS· 
е1 (Р) 

Определив и (Р) ls из уравнения ( 17), находим 3..!!:__ / - ei 
дп s е 

ди1 1 

дп !s' 
решая внутреннюю задачу Дирихле: 

Lи1 = О в D, 

И1 ls =и ls 
и поле в области D0 - D вычисляется по формуле Грина. 

§ 3. Рассеяние волн на прозрачном однородном теле внутри 
· волноводного трансформатора 

Рассмотрим частный случай, когда можно обойти эта·п решения 
внутренней краевой задачи для построения ядра интегрального уравне­

ния . Предположим, что хара1ктерист-ики тела D пост.оянны и отличаются 
от характеристик среды внутри волноводного трансформатора. Тогда для 
определения тюля в трансформаторе надо решить ~краевую задачу (7)­
(9), считая, что в=сопst, в1= ·const, Lи 1 =Ли1+k21и,, где k 1 -волновое 
число в области D. В этом ,случае можно 111олучить систему интеграль-

ных уравнений для определения и 1 s и dи 1 s. Приме.ним формулу Грина 
dn 

в области D к фующиям и 1 (Р) и 

где RмР - расстояние между точками М и Р; считая, что точка М ле­
жит вне области D + S, получим 

rh { ди~ (Р) '1jJ1 (М, Р) - u1 (Р) д\)Ji (М, Р)} dSP =О . (18) 
1;tl дп дп 
s 

Учитывая условия сопряжения на поверхности S 

И1 = и ls, ~ 1 = _е_ ~ j 
дп s f.t дп s 

и принимая во внимание уравнение ( 1 О), получим систему уравнений пер-

вого рода для определения и ls и _!!!!:_ 1 : 
дп s 

rh { ди (Р) G (М, Р) - и (Р) ___!!!_ (М, Р)} dSP = F (М), 
;у дп дп 
s 

' (MED) (19) 

ф {в :~ (Р) 1j.J1 (М, Р)- в1 и (Р) дд~t (М, Р)} dSP == О. 
s 
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Доказательство единственности решения системы уравнений (19) про­
водится так же, как и раньше. После решения системы (19) определяются 

и1 ls и ди~ / из граничных условий и поле в областях D и D0 - D вы­
дп s 

чдсляется по формулам Грина. 

Развитый метод интегральных уравнений первого рода обобщается 
на более сложные задачи (электромагнитный случай и др.) и позволяет 
исследовать ширО1кий класс направляющих систем. 
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