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ЛИ Н ЕЙНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ И ПРОГНОЗИРОВАН И Е 
МАРКОВСКОГО СИГНАЛА НА ДВА СОСТОЯНИЯ 

Пр.иводится синтез оптимальной фильтрующей системы и дается оценка по средне­
квадратичному критерию качества интерполяции и экстраполяции марковского сигнала 

на два состояния. Получены решения стационарной и нестационарной задачи. 

Сигнал, прошедший через канал связи, искажен случайными поме­
хами, rчто делает измерен11я его величины tНа выходе ~канала не вполне 

достоверными. Задачей фильтрации является наилучшая в некотором 
смысле оценка сигнала или его параметров по измерениям выходной 
величины. 

Отправной точкой при .определении ·метода оптимальной фильтрации 
служит знание способа комбинирования сигнала и помехи, а также 
априорные статистические сведения о tНИХ. Принимая во внимание кри­
терий качества фильтрации, ·можно найти ее оптимальный вариант. При 
этом зачастую наиболее удобным является критерий минимума средне­
квадратичной ошибки фильтрации. 

С ~помощью э·юго ~критерия в работах Кол·могорова (1 ] и Винера [2] 
была найдена оптимальная линейная фильтрация стационарных случай­
ных проце-ссов и последовательностей при бесконечном и полубесконеч­
ном интервале наблюдения. 

Эта теория и ее обобщения на нестационарные случаи изложены сей­
час во многих учебниках (например {3-8]). Линейная теория основы­
вается на нахождении и решении уравнений линейной регрессии (в част­
ности интегрального уравнения Винера-Хопфа). Трудности метода со­
стоят в том, что уравнения не всегда решаются, особенно в случаях с 
конечным интервалом наблюдения. 

Оптимальный линейный фильтр можно построить, используя метод, 
разработанный в {9, 10-12] для нелкнейной фильтрации и основанный 
на теории ·мар1ковских процессов. При этом задача сводится к рассмот­
рению системы дифференциальных уравнений, описывающей процесс 
фильтрации, устраняется ·необходимость решать уравнения Винера -
Хопфа, а получающиеся уравнения нечувствительны к изменению дли­
тельности наблюдения. Аналогичные результаты для линейной фильт­
рации были получены Калмэном r1з, 14]. 

В данной работе Р<;lССматривается задача линейной фильтрации 
марковокого сигнала на два состояния. При этом иоследуются оптималь-

27 



ный алгоритм и ~качество фильтрации с запаздыванием (интерполяция), 
с Qпережением (прогнозирование) и чистой фильтрации. В таком объ­
еме данная задача не была рассмотрена (вид алгоритма для данной 
задачи приведен в {8]). 

Решение задачи находится паралле.тiьно методом условных марков­
ских процессов и методом Винера. Данная работа лишь часть более 
обширной работы, посвященной сравнению линейных и нелинейных ме­
тодов фильтрации. 

§ 1. Синтез линейной фильтрующей системы с помощью теори и 
условных марковских процессов 

Фильтруемым сигналом является негауссов марковский процесс на 
два состояния Т) (t) = ± l. Эволюция априорных вероятностей Р {ТJ (t) = 
= ± l } = Р1 .2 зададим уравнениями 

. . 
Р1 = - Р2 = - µpl + VP2· (l) 

Наблюдается сумма сигнала Т) (t) и белого шума ~ (t) или, что по суще­
ству то же самое, наблюдается процесс 

t 

у (t) = s 11 (t') dt' + ~ (t), (2) 
о 

где ~ (t)- винеровский процесс; МЛ~ = О; М Л~2 = N Лt. 

Будем по наблюдению процесса y(t) на интервале (t0 -:s;;;J~T), кото-
т 

рый сокращенно запишем как Yf!, оценивать значение сигнала 11 (а). 
Случаю Т -а>О соответствует фильтрация с запаздыванием, сJiучаю 
а-Т>О - фильтрация с опережением или иначе - прогнозирование. 
Если обозначить T-a='t', то эти случаи будут классифицироваться зна-
1,ом 't. 

Фильтрацию сигнала будем производить с помощью апостериорных 

вероятностей Р { 11 (О') 1 УТ. } , а именно 
11о(Т, а) = M [11(a)IYi.J. (3) 

В теории условных марковских процессов [9] апостериорные вероят­
ност,и Р {11 (а) 1 у[.} выражаются через систему апостериорных мер: финаль-

-т 
ную W0 (dri0 ) и вспомогательную V 0 (11 (а) Q). Эволюция апостериорных 
мер описывается уравнениями, определяемыми априорными сведениями о 

помехе, и наблюдением у (t). При этом финальная апостериорная мера 

Wa (110) = Р {11(О')1 У7.} определяет чистую фильтрацию и участвует в фор­
мировании апостериорной вероятности для всех остальных случаев. Вспо-

-т 
могательная мера Va (11 (О'), Q) используется лишь в случае запаздывания, 
когда 

(4) 

Линейную фильтрацию 11 (t) найдем как частный случай нелиней­
ной, применяя методы нелинейной фильтрации к вспомогательному 
гауссовому процессу с корреляционными функция ш исходного сигнала 
11 (t) . Этот прием основан на хорошо извес11ном факте, что оптимальное 
преобразование гауссового сигнала 1при ~квадратичном критерии качест­
ва линейно и, следовательно, нелинейная фильтрация вспомогательного 
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гаусоового процесса будет соответствовать линейной фильтрации сигна ­
ла 'YJ(t). 

Корреляцио·нные функции -процессов 'YJ (t) и y(t), •как нетрудно про­
верить , имеют вид 

Kriri ('t) = l (µ ~uv)2 е- (µ+ v> 1'1; KYJY ('t) = Kriri ('t), (5) 

Ки iJ ('t) = Kriri (т) + N б (т). 

Плотность распределения вероятностей гауссового процесса с кор­
реляционными функциями (5) удовлетворяет уравнению 

дро (11, t) = 4µи а2р~~~· t) + д~ {[(µ + v) 11 -(v - µ)] Ро (11, t)} 
дt µ+и ., 

или в другой форме 

д д2р д 
~0 ('YJ,t) :._ B д't'J2° ('YJ,t)-д't'J [G('YJ)p0 (11,t)], (6) 

где 

a=µ + v, ~ = v-µ, v = µv, 

В = 4
µv = ~ и G ('YJ) = -(µ + v) 11 + (v -µ) = - Ш] + ~- (7) 

µ + v а 

в результате уравнения для апостериорных мер w cr (d 11cr) и v~ (11cr, Q), 
полученные в работах [9, 11], примут вид 

~ ~ д . 
----cJ(J = д'1']2 [В Wcr] - дТJ [G (11) Wcr] + [F (11, у)- Mps F] Wcr, (8) 

-т - -д Va д2 V дV . _ 
- аа-(11, Q) = В д;f· + G(11)~ + [F(11, y)-MP5 F]11 (9) 

При НаЧаЛЬНЫХ УСЛОВИЯХ Wt
0 

(11) = w0 ; V~ (11, Q) = 1, 
где 

U'cr('YJ)= Wcr(d'l'Jcr); F(11,y) = -l (iJri--2L) = F1·rJ -f- F2·112. 
d't']cr N 2 

Для случая прогнозирования (т <О) получаем уравнение 

дрсr ('t'J) д2 д 
да = arj2 [Bpcr] - дrt [G (11) Pcr] 

с начальным условием Рт (11) = Wт ('YJ), 
где 

( ) 
Р {d't'Jcr \у[.} 

Pcr 11 = d't'Jcr 

Решения уравнений (8 - 10) будем искать в виде: 

Wa (ri) = ехр [ -+ ер (а} r]2 + 1jJ (а) 11 + С1 (а) J, 
V~ (ri, Q) = ехр [-+ d (а, т) 11 2 + h (а, т) ri + С2 (а, т) J 

Ра ( 'YJ) =' exr [ - ~- а (а) 'У} 2 + Ь (а) ri + С (а) J. 

( 10) 

( 11) 

( 12) 

( 13) 
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И результат фильтрации - оц~нка 'У\о (а, т) будет согJ1асно (3) опреде­
ляться выражениями 

(-r>O); 'Y\o(O','t) =' h + 'Ф (а,т); (т<О); 'Y\o(O','t)=~(<J','t); 
d + !JJ а 

(т = О); 'У\о (Т, т) = i (Т) . 
!р 

Подставляя решения (11 - 13) в уравнения (8- 10), а затем, собирая 
коэффициенты при равных степенях 'YJ, получим уравнения для парамет­
ров, определяющих оценку сигнала 

1 
d = 2 ( Bd2 + ad + F 2), d ( ) _ h ( ) _ О 
. 't' 't - 't' 't -- ' 
h = 2Bdh + ah-F1 + Pd, 

( 14) 

1 
~ = - 2 (Bqi2 - аср + F 2), { ЧJ Uo) = C\Jo 

~ = - 2Bcp'IJ + a'IJ + F 1 + Рср; 'Ф Uo) = '!Jo, 
( 15) 

1 
а = -2(Ва2 --аа) lа(т) = ср(Т) 

Ь = - (2ВаЬ - аЬ -Ра) Ь (т) = 11J (Т). 
(16) 

Здесь уравнения (15) определяют чистую фильтрацию, уравнения 
(15, 14) -запаздывание и система уравнения (15, 161-прогнозирова­
ние. Блок-схемы фильтрующих систем, соответствующие этим случаям, 
иллюстрируются следующей схемой. 
(1 - случай интерполяции, II - фильтрации, III - прогнозирования) 

ll 

lII 
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(а< Т) 

lhtcr, Т)1.-1d(cr, Т)I-/ _ __, __ _ 

ут il 1 -> h + .1, _t....... __ 'У (а' Т) т 
t / ...... d + !JJ -+fJ0 (cr,T) =M[fJ(cr)ly10 I 

R--l!p(cr) 1-1--...... '-----

!р (Т) !-
/ _ __, ,1, 

1 _'t' (Т) --> 'l'Jo (Т) = М ['1'] (Т) 1 YiJ 
т ! _..!р о 

~ ...... 1 'Ф (Т) 1-1-- ---

---

(cr ;;;,, Т) 

'Ф ( cr) 

i 

1 ...... 1Ь(а'Т)1-, _ _..,----------., 

i 

1 ---> 

, ...... \ а (а' Т) ,_/ 

1 

ь 
- (cr, Т) --> 'l'Jo (cr, Т) = М ['l'J (cr) 1 y[.I 
а 

!JJ ( cr) 
---



При этом необходимо отметить, что решение уравнений ( 14), соот­
ветствующих фильтрации с запаздыванием, т. е. некоторому возвраще­

нию назад от момента Т, происходит в «обратном» времени _(от Т к cr, 
где cr~ Т) . При таком ходе решения значения параметров d и IL явля­
ются устойчивыми. 

§ 2. Качество линейной фильтрации, рассчитанной методом 
условных марковских процессов 

Для определения качества линейной фильтрации сигнала, осуществ­
ляемой согласно уравнениям ( 14-16), найдем средний квадрат ошибка 
фильтрации 

е2 ( cr, Т) = М {[ ri ( cr) - ТJо ( cr, Т)] 2 } = ММ { [ ri ( cr) - 11о (О', Т) ]2 J у[.}. ( 17) 

Определенная таким образом средняя ошибка будет совпадать с апосте­
риор1ной дисперсией вопомогательного тауссового процесса, т. е. 

( 18) 

( 19) 

Значения параметров d, ер, а находим из соответствующих уравне­
ний систем ( 14, 15 и 16). Этими решениями будут 

а2 
ер (cr) = -- [1 + Л th {а Л (<1- t0 + -t0)} ], (20) 

8у 

где 

а2 
2а0 --

,;0 = - 1- aгth ___ Ф~у 
ал а2 

-Л 
Фу 

а2 
d(,;) = -- [l -Л th{aЛ(-t +-t1) }] 

Ву 

1 1 
,;1 = --- arth -

ал л' 

<р (а) г2а't 
а(,;) = ---'-'-;..------

1 + <р (а) _iY_ (г 2а't - 1) 
а2 

В этих выражениях использовано сокращение: 

Л = "/l +~У_ V a3N 

(,; > О), (21) 

(,;<О). (22) 

Подставляя значения параметров из (20-22) в формулы ( 18, 19), 
получим оценку качества линейной фильтрации при конечном интервале 
наблюдения по критерию среднеквадратичной ошибки 

2а2 1 
__ рг_ ---------------

Л th {ал ('t + 't1)} + th {ал (а - t0 + 't0)} 
(23) 

31 



в2 (о', ,;) = о'~, {1 - е2а• [ 1 -
2 

]} (,;<О), (24) 
1 + Л th {а Л ('t -t0 - 't + 'to] 

где, согласно (5), 
2 Фу 

o'pr = -
а2 

В выражениях (23, 24) отчетливо прослеживается зависимость 
средней ошибки фильтрации от длины интервала наблюдения и времени 
запаздывания (или опережения). В ,случае полубеоконечного интервала 
(t0--+-oo) наблюдения выражения для средней ошибки примут вид 

2( ) _ cr~, [ 1 + ~ - l e-2aЛ'tj~ 
8з" - -л- л+ 1 (25) 

82 (,;) = а2 [ 1 _ Л - 1 е2сп] 
п pr Л + 1 

(,;<О), (26) 

2cr2 

вt(О)= pr =аN(Л- 1). 
л + 1 

(27) 

Для ,; -+, оо (Т » о') 

Е2 1 
_п_~-<1 
cr2 Л , 

pr 

7 
а для ,; ~ -оо,-;- ~ 1 (cr » Т). 

ар, 

Графики ошибки фильтрации (25, 27) для случаев сильного (aN » 1) 
н слабого (aN « 1) шума в симметричном (µ=v, а=2µ) и несимметрич­
ном (µ*v) случаях изображены на рис. 1. 

2 

з 

5 

'f 1.0 0.5 
Jf!IT 

Рис. !. Средний квадрат ошибки линейной 
фильтрации симметричного сигнала (µ=v, 
µ+v=I): l -aN=5,523, 2-aN=2, 3-
aN=0,2 и несимметричного сигнала (µ+v= 
=!; µ=0,8; v=0,2), 4-aN=2, 5-aN= 

=0,2 
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§ 3. Синтез фильтра Винера 
и оценка качества фильтрации 

Рассмотрим линейный фильтр 
с весовой функцией k(t), на вход 
которого поступает случайный 
процесс 

y(t) = 11(t) + s (t), 

где s(t) - ~белый шум со спек­
тральной плотностью S 6s (ffi) =N, 
а сигнал ri (t) ,определяется кор­
реляционными функциями (5). 

Желаемой величиной выход­
ного сигнала является значение 

сигнала 11 (а), т. е. 

т s k (Т- t') у (t') ?tt' ~ 11 (а). (28) 
-со 



Для определения оптимальной весовой функции k (t), соответствую­
щей минимуму среднеквадратичной ошибки, воспольз_уемся аппаратом, 
развитым в работе Винера {2]. При этом необходимые и достаточные 
априорные сведения содержатся в корреляционных функциях (5). Для 
физически осуществи:мого фильтра с 

k (t) = { k (~; 

оптимальное выражение весовой функции определяется из уравнения 

Винера-Хопфа 

00 

К.riil (s - -r) = J k (t') К.;;J; (s - t') dt', (29) 
о 

справедливого в области s > О. ОЧевидно, что на значение k (t) поведения 
функции К.rilJ ( s - -r) оказывает влияние лишь при s >О. Поэтому , если 

ввести функцию f (s) = К.ri!J (s--r) при s > О и произвольно определенную 

вне этой области, то уравнение (29) можно переписать в виде: 

00 

f (s) = J k (t') К.;;J; (s- t') dt' (s > О). (30) 
о 

Решение уравнения (30), .как известно [ 15], имеет вид 

k(iffi) =-1-[ S((J)) ] . 
'Ф (i(J)) 'Ф (- i(J)) + 

(31) 

Здесь 
00 

'IJ(iш)'IJ(-iffi) =SYY(ffi) = J К.YY(t)e-iwtdt, 
-00 

т. е. в данном случае вследствие (5): 

(J)2 + л2 v Ву 'IJ(iffi)'\J(-iffi) = N ; Л=аЛ = а 1 + -· 
~ + ~ ~N 

Разложение этого выражения .на множители производится таким 

образом, чтобы функция Ч:'. (iffi) не имела полюсов в правой полуплоско­
сти (была изображением Лапласа некоторой фун1кции). В нашем случае 

'\J (р) = V N Р + "л. 
р + а 

Функция S (ffi) в (31) определяется как 
00 

S(ffi) .:.._ J f(s)e-iwsds, 
-00 

где, ка•к уже указывалось, интеграл по ,области s<O не оказывает влия­
ния на результат, так что f (s) на эту о·бласть может ,быть доопределена 
по произволу. Учитывая (5) и выбирая один из возможных uпособов 
nоопределения, имеем 

S (ffi) = ~ e-iwt. 
а (J)2 + а2 . 
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Следовательно, формула (31) дает для передаточной функции 
фильтра выражение 

k(iw) = ~ . ico + a [ (-ico + a)e-iw, ] . 

aN ico + "л (- ico + "л) ( со2 + а2) + (32) 

Скобки {]+в выражениях (31, 32) означают отсутствие полюсов в 
правой полуплоакости. Для строгого вычисления (32) нужно использо­
вать формулу 

00 00 

[у (iш)]+ = - 1
- s e-1w1dt J 'у (iи) eiut du. 

2n · 
(33) 

о -00 

Применяя формулу (33) к вычислению (32), получим 

1 8 + . оо) ~ tu(l-'t) 
k (iш) = - _у_ а ico e-iwtdt j е du. 

2п aN Л + ico , ("л - iи)(а + iи) 
о -оо 

В случае фильтрации с запаздыванием (-r >О) это выражение разбивается 
на два: 

k (iш) _ ~ a + ico 

2п aN Л + ico 

' 00 

{ ~ S 
e-iи('t-1) du 

• 
e-iwtdt + 

(Л - iu) (а + iи) 
о -оо 

S
oo j"': eiu(t-'t) du } + e-iwtdt . 

(Л - iu)(a. + iu) 
' -оо 

К подынтегральным выражениям применяем лемму Жордана, замы ­
кая контуры дугами бесконечно большого радиуса в верхней и нююней 
полуплоскостях соответственно и беря вычеты в точrках и= ia и и= -i'Л. 
В результате получаем 

·8у а + ico {5' e-Л('t-t)dt 
00

\ е-а(l-т) } k (iш) = - e-iwt ----+. e-iwt dt = 
aN Л + ico Л + а. Л + а. 

о ' 

8·у а + ico {е-Л' 1 - е(Л-iw)т + еси 
а (Л + а) N }.., + ico Л - ico }= 

8у { е-iщ е-Лт (а + ico) }· 

= aN "л2 + со2 - (Л + а.) (Л.2 + со2) 
(34) 

Аналогичные вычисления приводят в случае прогнозирующего фильтра 
(-r <О) к выражению 

1 8 а + ico "'r soo eia(t-'t) 8у ео" k(iш) = _·_у_ . e-iwtdt dи = 
2n a.N Л + ico (Л - iи)(а + iи) а (Л + а) N . Л + ico 

о -?О 

(35) 

Из полученных выражений для оптимальных передаточньiх функций 
следует, что в случае за паздывания передаточная функция не является 
рациональной. 
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Минимальная средне!\вадратичная ошибка фильтрации для иссле­
дуемых линейных фильтров будет определяться хорошо известным вы­

ражением 

00 

е2 .= 2~ J {SТJТJ(ro)-lk(iro)/2 Sи~(ro)}dro. (36) 

-00 

Подставляя в эту формулу найденные значения оптимальных пере­
даточных функций (34-35), получаем 

для фильтра с за паздыванием (cr<T) 
2 

82(-r) = ~ {1 + ~ е-2ад•} 
3 л л+1 ' (37) 

для прогнозирующего фильтра (cr > Т) 
е2 ('t) = cr2 {1- Л-1 e2a:t}, 
п рг Л + 1 

(38) 

по-прежнему 

Л= -. / 1 +~· V a3N' 
cr2 = _iy__ 

pr az 

Полученные •выражения (37, 38) совпадают с аналогичными резуль­
татами для линейного фильтра, ра.ссчитанного методом условных мар­
ковских процессов. В следующей статье эти выражения будут ·сравни­
ваться с ·соответствующими результатами для нелинейных фильтров. 
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