
[/}-е еЛтt l17e 
москов~коrо УНИВЕРСИТЕТА 

№ 6-1968 

УДК 534.014.4 

М. С. ПОЛЯКОВА, Ю. М. РОМАНОВСКИЯ, Г. А. СИДОРОВА 

О СИНХРОНИЗАЦИИ АВТОКОЛЕБАТЕЛЬНЫХ ХИМИЧЕСКИХ 
РЕАКЦИЙ, ПРОТЕКАЮЩИХ В ПРОСТРАНСТВЕ 

Рассматривается химическая автоколебательная реакция, протекающая в одномер­
но 1 пространстве с диффузие!r . Получены синхронные режимы и исследована их 
устойчивость. 

Последние годы многие исследователи: биологи, физики и матема­
тики пытаются объяснить ряд важных физиологических процессов, про­
текающих периодически во времени на основе кинетических уравнений, 
описывающих биохимические превращения внутри живой клетки (1-3]. 
С другой ·стороны, начаты успешные исследования гомогенных химиче­
ских автоколебательных реакций, осуществленных в пробирке [4-5], ко­
торым также сопоставляются математические модели кинетических 

уравнений [6]. 
Одной из интереснейших особенностей колебаний, наблюдаемых в 

соседних клетках живых тканей или же в различных частях химических 
реакторов, является их ·синхронность. Важность этого обстоятельства 
для живых организмов неоднократно подчеркивалась различными авто­

рами [1, 8, 9]. 
Наиболее естественно синхронизация объясняется диффузией ве­

ществ, концентрации которых колеблются. 
В рамках линейной теории удается просле~дить, как даже в системах 

с отрицательным затуханием диффузия приводит к «рассасыванию» на­
чальных неравномерно заданных в пространстве концентраций. В работе 
[7], в частности, рассматривалось поведение в «одномерном» простран­
стве системы затухающих колебательных реакций Лотка [!О], описывае­
мой уравнениями: 

дУ <РУ - =k0 -k1XY + D1--, 
дt дz2 

~ =k1XY-k2X + D2 <РХ • 
дt дz2 

(1) 

Здесь Х (z, t), У (z, t) - концентрации реагирующих веществ, D1, D2 -
соответствующие им коэффициенты диффузии; ko, k,, k2 - константы 
скоростей химических реакций. 
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В линеаризованной системе ( 1) диффузия играет роль дополнительного 
затухания, тем большего, чем выше номер пространственной моды, задан-

ной в начальный момент Х0 = Ап cos л:п z. Если колебательная система 
п l 

неустойчива, то не все начальные моды Х~ будут нарастать, а лишь те, 
номера которых удовлетворяют условию самовозбуждения 

б + D1 + D2 ( л:п )2 <О 
2 l """' ' 

(2) 

kk 
где б = - -...!....!.. - отрицательное затухание системы. Таким образом, со 

2k2 
временем в реакторе останутся лишь моды с малыми номерами п. 

Очевидно линейное рассмотрение совершенно недостаточно для 
объяснения механизма наиболее интересных ·случаев автоколебательных 
реакций в нелинейных си стемах . Опираясь на результа ты линейной тео­
рии, перейдем к исследованию синхронизующей роли диффузии в 
распределенной автоколебательной системе. 

Представим себе одномерный (для простоты) реак1'ор, пространство 
которого заполнено «точечными» химическими генераторами типа 

Ван-дер-Поля, связанными м ежду собой диффузией. В предположении 
мягкого режима генераторов им еем систему уравнений (3) для отклоне­
ний концентраций реагирующих веществ от положения равновесия х, у : 

!.J_ = - ffi~X + 2б (1 - ех2) у+ D1 iPy , (3) 
дt дz2 

дх 
-= 
дt 

iPx 
y+D2-· 

дz2 

Стенки реактора считаем непроницаемыми, отсюда граничные усло­
вия будут иметь вид 

:: (О, t) = :: (l, t) = :~ (О, t) = :~ (l, t) = О. (4) 

В качестве начального выбира ем некоторое неравномерное распределе-
11и е концентраций веществ. 

Запишем систему (3) в виде одного уравнения (в= 1): 

iPx + ffi2X = 2б [(l -x2) ~ - D2 (1 - х2) iPx ]-
а12 о дt дz2 

д4х азх 
- DiD2 - + (D1 + D2) --

дz4 дt дz2 
(5) 

Будем считать, что w0 » б и условие самовозбуждения (2) выполнено. 
В этом случае наиболее существенную роль играет лишь диффузионный 

д3х 
член (D1 + D2) дtz2 ~ ffi0б, тогда как два других диффузионных члена 

имеют порядок б2 • 
Применяя для отыскания стационарных решений (5) метод медленно 

меняющихся амплитуд, будем искать х (z, t) в виде 

х (z, t) = А (z, t) cos [ffi0i + 6 (z, t)], (6) 

где А (z, t), 8(z, t) - медленно меняющиеся функции времени. Получаем 
укороченные уравнения для амплитуды и фазы - уравнения в частных 
производных 
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afi = б (А -- _1 .Аз) - _1 (D1 + D2) [- a2fi +А ( ае )2 J. 
дt 4 2 дz2 . дz 

(7) 

А ае = (D1 + D2) [ дА ае + _1 А а2е ] . 
дt дz дz 2 дz2 

И з ура.внения для фазы и траничных условий (4) получаем посто­
янство стационарной фазы в каждой точк·е z п·ространства реактора: 
e(z) =const. 

Уравнение для стационарной амплитуды, следовательно, преобра­
зуется в обыкновенное дифференциальное уравнение 

d2A 211 -r }12 ] -= А --1 
дz2 D1 + D2 4 

(8) 

с тривиальным решением А =2. 
Нахождение остальных решений уравнения (8) приводит к эллипти­

ческому интегралу 

S
A dA 

- ... f Й2 -:42) (1--1 fi2 __ 1 Л2) 
-Ао v О 8 О 8 

(9) 

Константа А0- значение А (z) в точке z = О, которое находится из трансцен­
дентного уравнения (10) 

V 21\ К (х.)- 2п -
l - --::-::======- = 2п 'I' <Ао), 

D1 + D2 1 / 1 
V 1-вА5 

(10) 

где х = Ао и /( (х) - полный эллиптический интеграл первого 
Vв-А5 

рода, п = О, 1, 2, .... 

На рис. 1 построена зависимость ф='Ф (Ао). Зная отношение пара­
метров б/(D1 +D2) и /, по этому графику можно найти ·Стационарные 
значения амплитуд для n=O, 1, 2, 3 ... Из этой же зависимости следует, 
что максимальное значение п, при котором A0=i=O, определяется неравен­
ством (2), полученным из линейной теории. 

На рис. 2 представлены две «разрешенные» формы автоколебаний 
/\ 

при - =50 (D 1 =D2=D) и l= l (сплошные кривые). На этом же рисунке 
D 

показаны соответствующие косинусоидальные зависимости (.пунктирные 
кривые). Точками отмечены стационарные решения уравнений (3), по­
лученные на ЭЦВМ методом конечных разностей. 

Дополнительное аналитическое исследование и проведенные вычис­
ления на цифровых машинах показали, что лишь тривиальное решение 

А= const является устойчивым относительно малых отклонений любой 
формы. Все остальные стационарные формы Ап(z) неустойчивы. Пред­
варительные результаты исследования системы (3) на ЭЦВМ при е )) 1 
(релаксационных систем) говорят о том, что устойчиво т·оже только три-

-- 2 
виальное решение А= уе = const. Переходные же процессы в простран-
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стве представляются в виде волн с крутыми фронтами, распространяю­
щимися на отрезке O~z~l. 

Известные химические ·и биохимические автоколебательные систе­
мы далеки от вида (·3). Однако можно утверждать, что если они имеют 
мягкое возбуждение и концентрации изменяют.ся во времени по гармо­

s 

~ 

J 

2 

о o,s 1 f,S 

Р.ис. ·l 

' · 2 А1 

ническому закону, то получен­

ные нами выводы качественно 

будут описывать поведение 

таких систем в пространстве с 

учетом диффузии. 
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Рис. 2 
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