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К ТЕОРИИ АНГАРМОНИЧЕСКИХ ЭФФЕКТОВ В КРИСТАЛЛАХ

Определены температурные зависимости постоянной решетки, коэффициента ли­
нейного расширения и изотермического модуля упругости для кристаллического со ­
стояния в приближении мультипликативности бинарной функции распределения.

§ I. Постановка задачи

Теория ангармонических эффектов в кристаллах составляет один 
из важных разделов физики твердого тела. Учет ангармонизма важен 
как принципиально, так и практически. В гармонической теории коэф ­
фициент теплового расширения кристаллов равен нулю, адиабатиче­
ский и изотермический модули упругости равны друг другу и не зави­
сят ни от давления, ни от температуры, теплоемкость кристаллов по­
стоянна. П оскольку при достаточно высоких температурах все это не 
соответствует опыту, то, следовательно, гармоническая теория недоста­
точна для количественного описания свойств кристаллов. Учет ангармо­
низма по теории возмущений в динамической теории кристаллической 
решетки по необходимости ограничивается только областью , близкой 
к невозмущ енному состоянию, и характеризуется своей гром озкостью  
[1, 2].

Будем рассматривать ангармонические эффекты в кристаллах, 
основываясь на развитой в работах [3, 4, 5] статистической теории 
кристалла в приближении мультипликативности бинарной функции 
распределения (приближение самосогласованного поля). Такое стати­
стическое рассмотрение этих эффектов выгодно отличается от динами­
ческой теории тем, что позволяет находить их при лю бы х температурах, 
исходя все время из одного и того же выражения свободной энергии 
кристалла. Кроме того, наше рассмотрение ангармонизма автоматиче­
ски приводит к определению границы абсолютной устойчивости кри­
сталлической фазы.

В работе [4] установлено, что области движения частиц в кристал­
ле не только не пересекаются, но и что линейные размеры Ь этих обл а­
стей малы по сравнению с расстоянием меж ду ближайшими соседя­
ми а:

b =  0 , l a .  (1)
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Полученный результат является критерием применимости приближения 
сам осогласованного поля в теории кристалла. В этом приближении 
кристалл описывается с точностью до коллективных колебаний, однако, 
как показано в ([5], при достаточно высоких температурах этими колеба­
ниями мож но пренебречь, учитывая лишь индивидуальные колебания 
частиц кристалла.

Согласно [4] свободная энергия на одну частицу (поделенная так­
ж е на постоянную Больцмана k ) одноатомного кристалла при учете 
взаимодействия каж дого атома с ближайшими соседями по закону 
Л еннард— Д ж онса [6— 12] равна

____ 26 шсй2*2
/  =  37Чпш +  3me°2c°3 -1 Г _ т _  ? А ( х ) е  « Г x d x _ J L r (  1 +

РТа у  та- J '  2 \ m ) ’

(2)
где Т  —  абсолютная температура, е и а —  параметры потенциала Лен­
нард —  Д ж онса,

и а, Ь, со —  вариационные параметры задачи (а  — расстояние меж ду 
ближайшими соседями, b —  определяет область колебания каж дого 
атома около соответствую щ его узла).

Выражение (2) будет давать наилучшую оценку свободной энергии 
кристалла, если вариационные параметры а , Ь, со определяются из 
условий минимума f:

J L =  о, J L  =  o , J L = i o. (4)
йсо да db

В торое из этих условий соответствует давлению р =  0, что для кри­
сталлов является хорош им приближением до давлений в несколько 
атмосфер.

Исходя из выражения для свободной энергии кристалла (2) при со б ­
людении условий (4), мы ставим своей задачей изучение ангармонических 
эффектов в кристаллах аргона —  нахождение температурной зависимости 
постоянной решетки (расстояния между ближайшими соседями) а (Г),

коэффициента линейного расширения а (Т) =  — — • и изотермическо-
f  dp \ k V ~ 2  д2/го модуля упругости 8 е= —  v [ ) =  . у ___ • — — а также опреде-
Ч до J t 9д да2 ’

ление границы абсолютной устойчивости этих кристаллов.

§  2. М етод решения задачи

_df_ 
db

Как следует из выражения (2), условие =  0 равносильно уравне­

нию
А  (2Ь) =  0 , (5)

определяющ ему зависимость b - b ( a )  при лю бой температуре.
Это уравнение имеет действительное решение и притом единствен­

ное в области а > а .  При этом корень уравнения располож ен на интер­
вале 0 < 2 Ь\<а. Численное решение (5) в указанной области обнаруж и­
вает, что b зависит от а почти линейно; график функции b =  b (a )  имеет
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наклонную асимптоту с угловым коэффициентом х= 0 ,1 18 5 , причем 
сколько-нибудь значительное отклонение от асимптоты наблюдается 
лишь вблизи точки а = с .  Э тот результат свидетельствует о том, что 
расчеты ведутся в области применимости приближения сам осогласован­
ного поля.

Заметим, что уравнение (5) реш алось численно с помощ ью  неко­
торой алгоритмической модификации итерационного метода Ньютона. 
М одификация связана с необходимостью  динамического вы бора на­
чального приближения, в зависимости от значения а, обеспечивающ его' 
сходим ость метода.

Наличие алгоритма, определяющего для любого допустимого а вели­
чину b =  b (a ),  позволит в дальнейшем рассматривать систему уравнений,.
вытекающую из условий =  0, =  0, которые принимают следую-

да да>
щии вид:

7м>гхг
(а, со) =  1 +  \ А ( а , х ) е  т ^ 3  _  =  О,

jyi 2

2 Ь(а)
(6)

Fa (а, о) == j  ^А’а (а, х ) ----- —А (а, х ) ]  т xdx  =  О,

где
л тп 32 o zk
% =  ~ТГ~> Iх =4k пг

Границы области существования корней (а, со) системы (6) были най­
дены в результате исследования асимптотичеткого поведения функций 
Ft (а, со) (i =  1, 2) при со -> 0  и со —> о о 1. Оказывается, что при 10° •< 71 -<  

100° по крайней мере вне области D:
а < а < 3 а ,

- О.бсг*1̂  2 Т 2 <  со <  22ц 2 а2а ~ 4 ^

система (6) корней не имеет. Полученные нами представления этих 
функций, которые мы не приводим, аппроксимируют, как показывает 
численный анализ, F\(a , со) вне D  с точностью до 5-го десятичного 
знака. Заметим, что при со->-оо мы воспользовались асимптотическими 
представлениями интегралов рассматриваемого типа, полученными в 
работе [6].

Корни системы (6) в области D  определялись для каж дого числен­
но посредством  итерационного метода Н ьютона [7], с точностью  д о  
4— 5-ти десятичных знаков. При этом  интегралы, содерж ащ иеся в F i 
и F2, а такж е в их производных по параметрам а и со, вычислялись по 
методу Гаусса с точностью  до 7-ми знаков после запятой.

Существенным для применения метода Н ьютона является вопрос
о вы боре начального приближения (а0, ©о) к корню. В наших расчетах 
начальное приближение выбиралось на основе предварительного графи­
ческого анализа кривых ai =  ati (со) и а2 =  а2((о), полученных численно 
соответственно из уравнений: F\(a, с о )= 0  и F2(a, со) = 0  в области D.

Для реализации описанного алгоритма были составлены програм­
мы для быстродействующ ей вычислительной машины М-20. П ервая из

1 Заметим, что Fi(a,  <»)->•1 и при со->-0 и при со—>-оо.

12



них реализует вычисление приближенных представлений F\ и F 2 при 
< о ~ 0  и (о->-оо и оценивает их точность; вторая —  осущ ествляет вычис­
ление корней a i= a i (© )  и а2 =  а2(со) на заданной в D  сетке значений 
{со/J ; третья —  реализует итерационный цикл Н ьютона по заданному 
начальному приближению, причем вычисление Ь(а) является одним 
из вспомогательных блоков этой программы. Вычисления проводились 
на В Ц  МГУ.

Вычисление производной определяющей коэффициент рас-
аТ

ширения а, в наших расчетах проводилось с помощ ью  численного диф­
ференцирования по формуле Стирлинга [7], точность вычисления произ­
водной составляет при этом 2— 3 верных знака в интервале 10о- ^ Т '^ 6 0 с 
и 3— 4 верных знака в интервале 7 0 °< С Г ^  100°.

§ 3. Полученные результаты и их обсуждение
Решение поставленной задачи по определению ангармонических 

эфф ектов в кристаллах аргона изложенным методом приводит к сле­
дую щ им результатам.

Зависимость а==“  от температуры определяется кривой на рис. 1

(кружками обозначены данные Д оббса  [8]). Согласно [4] нижней ветви 
приведенной кривой отвечает min св обод ­
ной энергии, а верхней ветви —  ш ах сво ­
бодной энергии. Следовательно, устойчиво­
м у состоянию  кристалла соответствует 
нижняя ветвь.

Как видно из рис. 1, расстояние между 
-ближайшими соседями (или постоянная 
реш етка) в кристаллах аргона в широком 
интервале температур (1 0 °К < Т < 8 0 °К ) ли­
нейно зависит от температуры, что качест­
венно и количественно находится в хорош ем 
согласии с данными эксперимента [8], при­
веденными на рисунке.

Температурная зависимость коэффи­
циента линейного расширения а (Т )  дается 
кривой на рис. 2 (кружками обозначены 
данные Д оббса  [8]), а изотермического 
модуля упругости е —  на рис. 3 (кружками 
обозначены данные Баркера и Д оббса  [9]).

Эти рисунки показывают, что получен­
ные результаты соответствую т опыту, но 
несколько отличаются от него количест­
венно, что обусловлено, по нашему мнению, 
используемого потенциала Леннард 
только с ближайшими соседями.

Определение а ( Т ) ,  a ( Т )  и е (Г ) при другом потенциале и при учете 
взаимодействия атомов не только с ближайшими соседями будет дано 
в  другой работе.

Как видно из рис. 1, наши вычисления температурной зависимости 
периода решетки кристалла приводят к тому, что начиная с некоторой 
температуры Го кристаллическое состояние становится неустойчивым 
и при дальнейшем увеличении температуры это состояние невозможно. 
Температура Т0 определяет границу абсолютной устойчивости кристал­
ла при давлениях порядка атмосферного (/? =  0 ). Н ахож дение зависи­

100 120 77Г

Рис. 1

модельным характером 
Д ж онса и учетом взаимодействия
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мости То от давления составит содерж ание другой работы . Вычислен­
ная величина Т0 для аргона близка к температуре его плавления.

Полученные результаты для рассматриваемых ангармонических 
эффектов в кристаллах аргона приводят к выводу, что они находятся 
в удовлетворительном согласии с экспериментом. Мы думаем, что ис­
пользование более реалистического потенциала на малых расстояниях 
меж ду частицами в кристаллах и учет взаимодействия не только с бли-

e(T) iom , -
2 -

о

1  -

_J___i___i___i
20 40 ВО 80 Т°К

Рис. 3

жаишими соседями, позволят получить еще лучшее согласие теории с  
опытом. Отметим в заключение, что, как следует из данной работы,; 
статистическая теория кристаллического состояния в приближении 
мультипликативности бинарной функции распределения [3— 5J автома­
тически приводит к определению границы абсолютной устойчивости: 
кристаллической фазы.
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