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О РАССЕЯНИИ ВОЛН В ПОЛЫХ НАПРАВЛЯЮЩИХ СИСТЕМАХ

Задача о рассеянии волн на посторонних включениях в полых направляющих 
системах сведена к интегральному уравнению Фредгольма первого рода по поверх­
ности включения с регулярным ядром, которое выписывается в явном виде через 
фундаментальное решение уравнения Гельмгольца в  неограниченном пространстве. 
Доказана единственность решения полученного уравнения. М етод удобен при иссле­
довании локальной структуры поля в системе.

В нашей р а б о т е 1 метод интегральных уравнений, применяемый для 
решения задач дифракции волн различной природы на посторонних 
включениях, распространен на задачи о рассеянии волн на препятст­
виях в направляющих системах. Краевая задача для поля в направляю­
щей системе (волноводном трансформаторе) сведена к интегральному 
уравнению первого рода по поверхности рассеиваю щ его тела. Ядра по­
лученных интегральных уравнений содерж ат функцию Грина соответ­
ствующ ей краевой задачи для свободного (пустого) волноводного 
трансформатора. П остроение функции Грина является самостоятельной 
задачей. Особенно удобны полученные уравнения, например, для ис­
следования рассеяния волн на металлических препятствиях в регуляр­
ных волноводах, поскольку в этом случае известно явное аналитическое 
представление для соответствую щ ей функции Грина. В большинстве же 
случаев для построения ядра уравнения надо применять численные 
методы. П оэтом у естественно поставить вопрос о сведении задачи о р ас­
сеянии волн в направляющей системе к интегральному уравнению, ядро 
которого не содерж ит функции Грина. В настоящ ей работе этот вопрос 
решен. М етод применим для волн различной природы. Для простоты  
рассмотрен скалярный (акустический) случай.

Рассмотрим задачу о рассеянии волн в волноводном трансф орм а­
торе, состоящ ем из полости D 0> ограниченной поверхностью S0 и под­
соединенных к этой полости нескольких регулярных волноводов (см. 
рис.). Будем через av ( v = l ,  2, ..., р) обозначать боковую  поверхность 
волноводов, а через S v — их поперечное сечение. П усть внутри волно­
водного трансформатора располож ено тело D, ограниченное поверх­
ностью 5 . Будем считать, что поверхность 5  обладает достаточно боль-

1 А. С. И л ь и н с к и й ,  В. В.  К р а в ц о в ,  А.  Г. С в е ш н и к о в .  Интегральные 
уравнения первого рода в задачах о рассеянии волн в полых направляющих систе­
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шои проводимостью, так что на ней выполняются импедансные гранич­
ные условия (в скалярном случае —  граничные условия третьего р од а ).

П усть внутри волноводного трансформатора имеются распределен­
ные источники, плотность которых определяется локальной функцией

f (M )  ( f ( M ) =  0 вне области V ), и 
кроме этого рассматриваемая си­
стема возбуж дается собственной 
волной номера то vo-того волновода. 
Тогда определение поля и (М )  в вол­
новодном трансформаторе сводится 
к нахождению функции и (М ) ,  удов ­
летворяющ ей в области D q— D  
уравнению Гельмгольца

Ди -\-k2u =  —  f (M ) , (1)
граничным условиям 

ди

ди

дп

+  К  (р) и |So =  О,
дп

+  К  (р) u\s =  О, (2)

Рис. 1 N  [и ] |av = 0 »  (V =  1, 2 , . . .  , р )

(оператор N  равен единице для первой краевой задачи, и —  для вто­

рой) и парциальным условиям излучения в произвольных сечениях S v 
(v — 1, 2, . . .  , р) регулярных волноводов

1  ( а Г  +1ГтЫ)  (р) ds>> = 2 £ у £ /е 1< г ^  6wm#6VVo,
s v (3)

(т =  1 ,2 ,  . . .  , v =  1, 2, . . .  , р)

где (р) —  мембранная функция регулярного волновода, удовлетворяю­
щая соответствующим граничным условиям, —  постоянная распростра­
нения т-ой волны в v -ом волноводе, / т у ^  — 0.

Сведем краевую задачу (1) —  (3) к интегральному уравнению первого 
рода. Обозначим через a'v части поверхностей волноводов, лежащие м еж ­
ду сечением Sv и полостью S 0. Пусть D  —  область, ограниченная поверх­
ностями S h S , = S 0+ 2 ° ' '  +  п Рименим Ф°РМУЛУ Грина в области D

V V

к функциям и(р)  и р) =  — —  exp {ikRMp}, считая, что точка М  ле-
*М Р

жит в области Dt или вне поверхности S':

f  { - g -  (р) * (М, p ) - u ( p ) - ^ ( M , p ) } d S „  =  F (М ) ,



где

F  (М )  =  — 2 i y l o A e lVm°oz \^  я])^ ( М )  —  ^  ( М ,  Р )  f  (р ) d x p ,

v* v

С '0(Л4) =  $Ч>(М,Я)<р vm°0(P)dSP'
Ч .

Используя граничные условия (2), перепишем (4) в виде: 

j  { - £ L  (М, Р) +  К  (р) Ч> (М, Р )}и  (р) dS„ +
So ^

+  j  (м , Р) +  fei (Р) Ч> (М, Р )} и (р) dS„ -
S р

_  j { ^ ( p) ^ (M , P ) - a ( p ) ^ r ( M .P ) } dSp +

V

—  Г ( р )  -ф (М, Р )  d S a для задачи Дирихл.е 
J дп И

+
Г и  (р) ( М ,  Р )  d S  для задачи Неймана
J дпр

2 о х

=  — F ( M ) ,  ( M < £ D ) .

Уравнение (5) вместе с парциальными условиями излучения

I { " а 7  (р) dSp ==2 t'Y «° /e lV »z|sVo6/nmo6VVo,

(5)

(6)
(m =  1 , 2 , . . .  , v =  1 , 2 , . . .  , р)

образуют полную систему уравнений для определения m |s„+s , «I  или
2 ог„

да

дп

, ди, ,  uU  и —  
2 0 v 1 v дп

. Существование решения системы (5)— (6) вытека­

ет из существования решения краевой задачи (1) —  (3).
Покажем, что непрерывное решение системы (5) —  (6) единственно. 

Для определенности рассмотрим вторую краевую задачу. Пусть однород­
ная система

f  { ^ -  ( М ,  Р )  +  К  (Р ) (м , Р ) }  и  (р )  d S p +

S0 Р

+ 1  { " 2 " (Л1, Р ) + hi ( Р ) ( М ' р>}  “ (р) dSp ~
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-  U -^ r(p)^(M,P)~u(P)-^-(M,P)\dSB +
2SV Пр
V

+  j u ( p ) - ? L ( M , P ) d S p =  0, ( M 0 . D ) ,  (7)
ip 

2%
V

J  { - £ - + * £ “ } Я* <P)<*S, =  0 (7')

имеет нетривиальное решение, которое для удобства обозначим следую» 
щим образом:

и j ' =  а (Р ) ф. О,
's0+ s+ ssv+ sov r  w

V V

ди

дп_  s s v = v ( p ) # ° .
V

Построим функцию

V (М) =  j  { -| 4 -  ( М ,Р )  +  к  (р) ц  (М, Р ) }р  (р) <fS„ +
S0

+  j  { - | * -  ( М, Р )  +  Ш *  (M,  P)} V- (P) <*s, -
s p

f  { v  (P) ф (м ,  P) -  f. (P) -£ E - (M , P ) }  d s„  +

+  j  v . ( P ) - ^ - ( M , P ) d S , .

ESV
V

lp

V

Эта функция определена во всем пространстве. Если M ( £ D ,  то
V (М) =  0 в силу (7 '). В области D  A V - j -k 2V =  0. На поверхностях вы­
полняются следующие граничные условия:

W  . и т/ —  +  h0V
дп

=  0,
s„ дп

=  о,
s

t f [ V ] | o' = 0  (V =  1, 2 .......... р).
V

В произвольных сечениях Sy удовлетворяю тся парциальные усл о­
вия излучения, поскольку |х{р )  и v (p )  связаны соотнош ением (7 ') . 
В силу единственности решения краевой задачи (1) —  (3) F ( M ) = 0  в D. 
Используя разрывные свойства волновых потенциалов, находим, что 
|и(/о ) = 0  и v ( p ) = 0  в точках непрерывности. Следовательно, система 
(7) имеет только тривиальное решение, а решение системы (5) —  (6) 
единственно. Тем самым показана эквивалентность системы (5) —  (6) и 
краевой задачи (1) —  (3 ).

Несколько преобразуем систему (5) —  (6). Разложим функции

4>(M,.fUesv H - ^ ( A J ,P ) l „ 6Sv
дпр
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в сечении Sv в ряды по мембранным функциям ф „(р ) этого сечения 

ф (М, Р) |p6sv =  £  ^ jv) (М) q>J (р),
1

агр
дпп

I
Подставляя эти разложения в (5) и учитывая парциальные условия излу­
чения (6), получим

I fUr(Л1’Р) + ft“w ^  “ И л » +
р

+ j  { - Ц р  (-и, Р) +  Л! (р) ^  (Ж, Р ) }  и (р) <К„ +
S 

р

+  £  S  [ ‘W (Л1) +  ( ' 5Т ‘ (М)) Г ]  - 21'№.Ае‘у"!-‘
v =  1 j

s  « . w  +
Vo

( —  J  (P)ty (M, P )d S p для "задачи Дирихле

2 av
—I— j  v

I f *  dtb\ и (p) ——  (.M , P) dSn для задачи Неймана 
J  дпр p

I  V

=  - F ( M ) ,  ( M g D ) ,  (8)

где «j.v) есть коэффициенты разложения полного поля и (р) в сечении S v 
по мембранным функциям

и (Р) к  =  2  “ Г >ф/
/

Уравнение (8) позволяет определить и |s0+s , «j-v) (v  =  1, 2, . . .  , р) и
ди
дп

' или и ( - .  М ожно показать, что уравнение (8) вместе с парциаль-
V °V

ными условиями излучения эквивалентно системе ( 5 ) — (6).
Решив систему (5) —  (6) или уравнение (8), найдем и |5o+s, «j.v> и

' или и (р) I - (v =  1, 2, . . .  , р). После этого поле в области D  вы- 
дп av av

числяется квадратурами по формуле Грина, а поля внутри волноводов orv 
определяются соотношениями

Г dG™
и ( М ) = Ц  и ( р )  — ^ ( М ,  P ) d s „ ,

V

где Glv) (М, Р ) — функция Грина регулярного v -того волновода, удовлетво­
ряющая граничным условиям

g !,v) (m , p )|p6Sv = о ,

A a G № , P ) ] k o v = 0 .
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П оле внутри каж дого волновода можно такж е представить в виде 
ряда по собственным волнам этого волновода, поскольку известны 
коэффициенты разложения m}v) полного поля в сечении Sv по мембран­
ным функциям.

Таким образом , поставленная задача о рассеянии волн в описан­
ной системе сведена к решению интегрального уравнения Фредгольма 
первого рода. Для решения интегрального уравнения мож но применять 
м етод регуляризации А. Н. Тихонова.

Интегральное уравнение (8) оставляет некоторую свободу при вы­
боре поверхностей crv (или, иначе говоря, положение сечения Sv).

Это обстоятельство мож но использовать следующим образом . И з­
вестно, что нераспространяющ иеся волноводные волны имеют эксп о­
ненциальное затухание. П оэтом у величину ov следует вы брать так, 
чтобы  все нераспространяющ иеся волны успели затухнуть, и в сечении 
S v мож но было ограничиться небольшим числом коэффициентов wjv) . 
Заметим, кроме того, что устойчивость численного решения системы (8) 
повышается при равномерном распределении точек М  как внутри тела 
D, так и внутри всех волноводов. При этом выгодно выбирать полож е­
ние точек М  достаточно близко к поверхностям 5  и S v ( v = l ,  2, ..., р ).

Указанный метод решения задачи рассеяния волн в направляющей 
системе непосредственно обобщ ается  на случай диэлектрических и не­
однородных препятствий, а такж е на электромагнитный случай.

П оступила в редакцию
26.2 1967 г.
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