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ВБЛИЗИ ТРЕУГОЛЬНЫ Х ЛАГРАНЖ ЕВЫ Х РЕШЕНИЙ 

ОГРАНИЧЕННОЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ ТРЕХ ТЕЛ

П остроена аналитическая теория движения бесконечно малой массы вблизи тре­
угольных лагранжевых решений.

Введение

Рассматривается движение тела бесконечно малой массы в рамках 
дваж ды  ограниченной задачи четырех тел, согласно которой движения 
трех тел конечной массы проистекают по законам задач двух тел, 
а именно основные тела движ утся по эллиптическим орбитам относи­
тельно их общ его центра масс, а возмущ аю щ ее тело —  по эллиптиче­
ской орбите другого эксцентриситета относительно этого же центра 
масс. Получено общ ее решение уравнений в вариациях рассматривае­
мой задачи. Это решение используется для исследования движения 
вблизи треугольных лагранжевых решений системы Земля— Луна при 
учете возмущений от Солнца. Проведено сравнение полученных теоре­
тических результатов с результатами численного интегрирования урав­
нений движения.

Задачу о движении бесконечно малой массы в поле тяготения трех 
конечных масс обычно называют ограниченной задачей четырех тел.

Определение движения трех тел конечных масс представляет собой  
общ ую  задачу трех тел, решение которой связано со значительными 
трудностями. В связи с этим ниже вводится некоторое предположение, 
позволяющ ее заранее знать движения трех тел конечных масс.

В дальнейшем будем называть тела с массами т х и т 2 основными, 
а тело с массой га3—  возмущ ающ им телом.

Движения трех тел конечных масс будут известны, если предпо­
ложить, что движение возмущ аю щ его тела определяется задачей двух 
тел, одно из которых само возмущ аю щ ее тело, а второе —  некоторое 
фиктивное тело, располож енное в центре масс основных тел и имеющее 
массу, равную сумме м асс основных тел. Иными словами, движение 
возмущ аю щ его тела зависит от положения центра масс основных тел 
и суммы их масс и не зависит от их взаимного расположения относи­
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тельно центра м асс и распределения м асс меж ду ними; и наоборот, 
относительное движение основных тел не зависит от возмущ аю щ его 
тела. Следовательно, задача о движении основных тел относительно их 
центра масс есть такж е задача двух тел.

Изложенное предположение о движении возмущ аю щ его тела в дей­
ствительности никогда, строго говоря, не выполняется, однако погреш ­
ности, возникающие от этого предположения, тем меньше, чем больш е 
расстояние от возмущ аю щ его тела до центра масс основных тел по 
сравнению с взаимным расстоянием меж ду основными телами.

Задачу о движении бесконечно малой массы в поле тяготения трех 
конечных масс, движение которых подчиняется вышевведенному пред­
положению, будем называть дваж ды  ограниченной задачей четырех тел.

Таким образом , дваж ды  ограниченная задача четырех тел полу­
чится из общ ей задачи четырех тел, если на последнюю наложить два 
ограничения:

—  одно из тел имеет бесконечно малую массу и, следовательно, 
на движение трех тел конечных масс не влияет;

—  одно из тел конечных масс (возмущ аю щ ее тело) движется по 
законам задачи двух тел относительно некоторого фиктивного тела, 
располож енного в центре масс двух других тел конечных масс (осн ов­
ных тел) и имеющ его массу, равную сумме масс основных тел; следо­
вательно, возмущ ающ ее тело на относительное движение основных тел 
не влияет.

В соответствии с различными типами движений задачи двух тел 
мож но рассматривать различные случаи дваж ды ограниченной задачи 
четырех тел, например, гиперболо-эллиптическая дваж ды  ограниченная 
задача, эллиптическо-круговая дваж ды  ограниченная задача и т. д.

Дифференциальные уравнения дваж ды  ограниченной задачи четы­
рех тел получатся из дифференциальных уравнений ограниченной за­
дачи трех тел [1], если в последние ввести возмущ аю щ ую  функцию. 
В системе координат с началом в центре масс основных тел эти уравне­
ния мож но записать в виде

t dw . dR -  dW , dR
dg д% дц дц

П — dW' . dR
dZ ag ’

где W =  f ( +  ^2-Л  —  силовая функция 
4 Ai As /

Д  =  fms (—------4- 'ФХз -Н £ з \ —  пертурбационная функция
\Д з Р3 /

. Л? =  (| - 1 /  +  (г) -  г|,)« +  в  -  У .  (1 =  1, 2. 3),

р * =  *! +  п1 + &

Координаты тел конечных масс г]ь Ц2 , £2, £з, Цз, £з явля­
ются известными функциями времени, так как они определяются со ­
ответствующ ей задачей двух \тел, но эти функции имеют различный вид 
в зависимости от типа движения.

В рамках эллиптическоьэллиптической дваж ды  ограниченной за ­
дачи четырех тел в настоящей работе исследуется движение тела бес­
конечно малой массы вблизи треугольных лагранжевых решений огра­
ниченной эллиптической задачи трех тел.
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§ 1. Разложение пертурбационной функции. Уравнения в вариациях

Рассмотрим движение бесконечно малой массы под действием при­
тяжения двух основных тел, которые движутся по кеплеровским эллип­
сам с эксцентриситетом е. Кроме того, имеется возмущ аю щ ее тело, 
которое движ ется относительно центра м асс основных тел по эллипсу 
с эксцентриситетом es.

Для исследования воспользуемся координатами Нехвила х, у, z. 
В качестве независимой переменной используем истинную аномалию v 
основных тел с массами jj, и (1— (х). Начало координат G расположим 
в центре м асс основных тел, а плоскость G xy  совместим с плоскостью 
их движения, причем ось ( ^  направим на меньшую массу |х. Единицы 
измерений выберем так, чтобы сумма м асс основных тел, постоянная 
тяготения и расстояние меж ду основными телами равнялись единице.

Дифференциальные уравнения движения бесконечно малой массы 
в указанной системе координат получаются из системы (1) аналогично 
тому, как это делается в ограниченной задаче трех тел [1].

d2x  __ 2  _dy_ =  J  (  dQ | dR \
dv2 dv \ дх  dx J*

- 2 - + 2 i 7 = r“ ( ^ + f - ) -  (2)
d?z __— /  dQ j dR \

dv2 ~ ~ Г \  d z  dz ) ’

где

Дг Д2 2 2

D — U, f  _ i ____ * * *  4  yy8 4  zzs \PSV As P3 J '
ixs, us, vs —  масса, аргумент широты и истинная аномалия возмущающего 
тела;

А? =  (х +  jx)2 +  t/2 +  z2, Ai =  (x  -  1 +  И-)2 +  Уг +  z2,

Af =  ( х —  x s)2 +  (У —  ysY  +  (2  —  zs)2, Р2 =  xl +  y2s +  z i  р =  р г, 

x s =  Р ( c o s  us cos —  s i n  u s sin cos *s)> 

ys =  p (cos us sin Qs - f  sin us cos Qs cos is), 

zs =  p sin us sin is,

Щ =  ©s +  ys, Qs =  Qs0 —  v, p =  ■■ ps------- , r =  1
l - f e s  cos vs ’ 1 +  e cos v *

es, ps , is, cds, Qs —  элементы орбиты возмущающего тела. Известно, что 
при [xs =  0 уравнения (2) имеют частное решение L4 [ 1]:

*о =  а  = — - — . t/0 =  p =  -?!— , Zq =  0 .

Сделаем перенос начала координат в точку L4:

1 =  х  —  а, ц =  у  —  Р, § =  z.
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Пертурбационную функцию R  разложим в ряд по полиномам Лежандра:

Я =  - ё - [ 1  + ( ^ y p A c ° s H )  +  ( - j - f  •••]•

где P2 (cosH ), Р3 (cos Я ), . . . — полиномы Лежандра,

Д| =  (I _|_ а)2 +  (Л +  р)> +  £», cos Я  =  ^ .± -а1(к  +  а)  +  +  Р) Р) 4- _
ag?

В дальнейшем в R  будем учитывать только Р2 (cos Я ).

Кроме того, пертурбационную функцию R  разложим в ряд Тейлора 
по степеням координат rj, £. Тогда получим:

R  =  I f -  | [3ах (аах +  0а2) —  а] I  +  [3 а2 (а аг +  ра2) —  Р] л +

+  За3 (аа, +  Ш  £ +  (За? - 1 )  +  (За| -  1) +

f

+  (3а\—  1) Y  +  З а ^ т )  +  З а д К  +  3a2a3ri£ +  . .

где

fl! = а2 _  Ч* +  Р ____ is— =  » аз — -=_ •

Это выражение для пертурбационной функции позволяет записать 
уравнения в вариациях рассматриваемой задачи в виде:

где

х  —

йх
do

— x '= P x -\ -\ Q x -\ -  vq,

I 0 0 0 1 0 0

11 0 0 0 0 1 0

c 0 0 0 0 0 1

V , ■? = -  3 - /t
r T  r ( l “- 2ц) 1 ^ 4 0 0 2 0

л Г ( 1 - 2 ц ) / 3 ^ - -  9r ---
4

0 —  2 0 0

V 0 0 — 1 0 0 0

(3)

v = Us

Q  =  r*

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 . 0 0 0 0 0

3a? —  1 3d]QS2 COS3со 0 0 0 ’ q =  r4 3ax (aax 4- Р«г) —  a

3axa2 3a| — 1 3a2a3 0 0 0 3a2 (a аг +  pa2) —  P

Зй^йд 3 a2a3 3 a | - 1 0  0 0 3a3 (aax 4  P«2)
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Следуя методу малого параметра [2], будем искать решение урав­
нений в вариациях в виде

X  =  Х (0) +  VAC*1* +  . . . .  (4)

Ограничимся сначала определением общ его решения с точностью 
до первой степени малого параметра включительно. Наклонение орбиты 
возмущ аю щ его тела is, эксцентриситет этой орбиты es и эксцентриситет 
орбит основных тел е  будем считать малыми параметрами одинакового 
порядка с v. Из этого следует, что при определении общ его решения 
с точностью  до  первой степени малых параметров в матрицах Q и q 
параметры es и is мож но положить равными 0.

Тогда система (3) распадается на систему четвертого порядка для 
| и г] и систему второго порядка для

х ' =  P x  +  VQ* +  v<7, (5)
и

z' =  Iz' +  \Jz, (6)
где

1 * i 0 0 1 0

Ц х 2 0 0 0  1

X = V = ЛГд , Р  = -  3г  —  г
4 — -'(1 —  ад 0 2

ц' * г - ^ (  1 - а д
-  9 
Г —  

4
- 2  0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 - _ 0

3 a f— 1 3axa2 0 0
, q =  r*

3 ax (aax +  Р^г) —  a
3axa2 Sa22 — I 0 0 3̂ 2 (®#i ”Ь Р̂ г) — P

£ 0 1 _ 0 0
, /  = , J =  r4

V —  1 0 —  1 0

Кроме того, с той ж е степенью точности мож но считать, что 
vs= n sv, где п$ —  среднее движение возмущ аю щ его тела.

§ 2. Общее решение уравнений в вариациях

Если искать решение уравнения (5) в виде (4 ), то для последова­
тельного определения х(°\ xW, ... полупим уравнения:

*(о/ = Р х Р \
*(!)' =  РхО) -(- Qx(°> - f  q, (jy

П ервое уравнение в этой системе определяет порож даю щ ее реше­
ние. Это уравнение представляет собой  систему линейных однородных 
уравнений с периодическими коэффициентами периода 2л;. Для опре­
деления порож даю щ его решения разложим матрицу Р  в ряд Фурье:

P  =  P (0) +  eP (I)c o s & +  . . . ,
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где

р ( ° )  =

^хх^ху

^ху^уу

4 / 1  — (
Q 3 / 3

■Jty

1 о
О 1
о 2

-2 О
1— 2ц 

/ 1  — е2

э(Ц

Q =уу

О
О

Q Qааххааху

®ху®уу

0 0 
о  о  
о  о  
о о

4 / 1  — е2
8 = / 1  — е3 — 1

Решение будем определять в области, где все корни определяющего 
уравнения | Р(0) —  | =  0 (Е —  единичная матрица) являются чисто мни­
мыми, простыми и не отличаются друг от друга на ±  pi (р —  целое чис­
ло, i =  V —  1)-

Порождающее решение ищем в виде
*(0) =  *(оо) +  8Д{01) +  . . .  . (8)

Зная лс<0>, для дс(!> имеем систему линейных неоднородных уравне­
ний. Для получения общего решения этой системы достаточно найти 
частное решение неоднородной системы уравнений, а затем добавить 
общее решение однородной системы.

Будем искать частное решение для в виде

*0) == *<10> +  8Я<П) +  . . .  . (9)

С принятой степенью точности определения решения уравнений в ва­
риациях в (8) нужно определить л:(00) и x(01), а в (9) только * (10).

Из (7), (8) и (9) для определения я(00), я(01) и х (Х0) получим уравнения:

д;(00)' =  р '0)*(00)>

*(01)' =  р № х (01) р ( ‘ )*(00) c o s  V)

*(10)' =  р(°)х(10) Q(°)*(00) _f_ q(oyf

где для матриц Q и q использованы разложения

Q =  Q(0* +  sQ(1) cos v + -------

q =  q{0) +  8^(1) cost> +  . . . ,

0 0 0 0 
q (0) __ 1 0 0 0 0

2 (1 — e2)2 1 +  3 cos [2 (1 —  ns) v] —  3 sin [2 (1 —  ns) v] 0 [0
—  3 sin [2 (1 —  ns) о] 1 —  3 cos [2 (1 —  tis) v\ 0 0

0
,m 1 0 

^ 2(1 — e2)2 a +  3a cos [2 (1 —  tis) v] —  3P sia [2  (1 —  ns) v\
P —  3P cos [2 (1 —  ns) v] —  3a sin [2 (1 —  ns) v]

Здесь для простоты положено Qs0 =  0 и ю5 =  uSo =  0.
Проведя все вычисления, с принятой степенью точности решение по­

лучим в виде

х  =  *(°°) +  +  v*(10> =  (Х (0) +  eX(l) +  vX(2V  С +  Vi/, ( 10)
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где ( ) '  —  транспонированная матрица, С —  матрица-столбец произволь­
ных постоянных,

Cx *й x(& MS *й

c  = C2 , x (/) = X22 X23 *24
C3 X3l X32 X<33 X34
C4 xA2 xii  х(й

Ух

Уг. y =
Уз

У4

4°-1,1 =  (Л1 +  Qyy) cos A kv, 4 ° - i ,2  =  —  (Qxy COS A kv +  2Ak sin A kv),

4 ft,1 =  (A l +  Qyy) sin A kv, 4 ft,2 =  2Ak cos A kv —  Qxy sin A kv, 
l

42- 1,1 =  2  A (Afe ̂ 7) t~~ a +  *) cos (Afe +  0 P +  с (Aft +  Q sill (Afe +  0 t>I,

l
•4ft-i 2 =  У  д / д1 _к a \P (А^ +  0  cos (Ak -f- /) v +  d (Ak -f- /) sin (Ak +  t) v], 

/=-1 
1

x 2k,x =  J ] '  а (А -̂ф. /) c  (Afe +  C0S (A k +  l) v —  a (Aft +  0  sin (A* +  /) i>], 
/= - i  
i

4S.2 =  S '  А (лЬтг) d(A* +  /) 008 (Aft +  /) У +  6 (A* - f  0 sin (A* +  /)»],

(Л| 4  &уу) (2Л| 4 - ф 4 - 4 )

/= -1

X& . =  2ft—1,1
Qxt/

Лй(2Л^фф)
sin A feo +

4ЛЙ(2Л|4Ф)

S '
/==-i

A (©ft/)
{ [ M «  (Q w  +  Lw) —  Й У  ; c o s © ^ +  /Q ^ (Q ^ + L ftH ~ M w) sinco^y},

v(2) -
2ft—1,2

Qt/^ —  Qxx 2Л| 4 - Ф 4 4  .
A -  ' ------------v cos A bv —

2Aft(2Af ф ф )
sin AkV +

&ху (2ЛЙ фф-ф-4)
v sin

4Лй(2Л|4Ф) / = _ !
A (соki)

+   ̂[Мы №xx +  Lk[) +  sin a>klv},

2(2Л^4-Ф)

{ -  Qxy (Qxx +  Lkl Mkl) cos (*klv +

x {2) л =  (Aft 4-  а д  (2Aft 4  Ф - f  4) —  8Л| _
2ft, 1

4 A f (2A| 4  Ф)

(A|<frQw)(2A| +  q> +  4) 

4Aft (2A| 4 - Ф)
v cos A fty +

+  £
;"V Qx

i——l
А (©/у)

+  M kl)c o s a klv — \Mkl(Qyu+  Lkl) ~ Q % ]  s in V },
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(2\ ®ХУ ф  ф ф  4) ££2^ (2Л| 4 - Ф 4 * 4) .
4 9  о = ----------------------------- -- sin A kv -\------ -------^ -----------у cos A kv +2k,2

4Л |(2Л £ф  ф)

£2»2 Л | > ф ф 4  , Л ,
Н-------------------- у sin A fey —  у

2 (2Л|4 ф) ^  А(са«)

2Afe (2Л| ф  ф)

U +  Lkl) +  $?ху\ cos ю^у +

+  Qxy R *  +  h i  —  M kt) sin <okp } ,

Ух 2A [2(1  —  ns)] yy r  xy' 4 s /v  sM

X cos  [2 (1 —  ns) V] +  [(<xQ^ —  $Qyy) —  4p (1 —  ns) (2 —  ns)] sin [2 (1 —  ns) v ) },

*  — 3 ? ?  +  2 A ^ 1 -  nj  P ° « )  +  4P(1 X

X cos [2 (1 —  ns) v] —  [ (—  aQxx +  pQ^) —  4a (1 —  ns) (2 —  ns)] sin [2 (1 —  ns) v ]}

=  —  4 ? p  -  4 ~  x%  Уз =  - 4 -  Уъ Уь =  -т ~ У *m3 dv dv

<P =  Q«  +  QW — 4, It»

dv 

®xx®yy

dv

Q2

/ - i +

Д (x) =  x4 +  фи2 +  ij?, a>w =  A* +  2 / (1 —  ns), 

Lki =  (ш«  +  2/), Mkl =  A| +  —  2/Afe,

a Ю  =  4QyyA k%k + 1], (Л1 +  Q ) +  x f  +  Q ^ A l),

г=—i

b («*) =  Qw  ( 4 +  г|; —  х 2Л*), с (x*) =  2QxyA k* k (xk —  A k) , 

d (xfe) =  2 [x fe ( f  +  Q «A *) +  A l (ф +  Qwx|) ],

/  =  0 , 1 , 2 ;  m =  1 ,2 , 3 ,4 ;  k — 1 ,2 ;

2 '  означает, что при суммировании пропускается значение 1 =  0.

Произвольные постоянные определяются из:

С =  [ (Х(о> +  eXd) +  v X W )^ ]-1 (*ь -  vy*=vB),

где х 0 —  начальные условия (при у =  у0) .
Аналогичным образом ищем общее решение системы (6) в виде:

z =  2<°> +  v z t f> + . . .  . (11)

Произведя вычисления, получим общее решение системы (6) в виде

z =  z(°> +  vzW =  (Z(°) +  vZW )'C, (12)
где

Zt°) =
co s y  — sin у

,  ZtD =  - 1 у sin у sin у  +  у  cos у
sin у cos у 2 sin у —  у cos у  у  sin у

С  —  матрица-столбец произвольных постоянных, которая мож ет быть 
определена по начальным условиям.
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§ 3. Движение вблизи треугольных лагранжевых решений 
системы Земля— Луна при учете возмущений от Солнца

В предыдущих параграфах в качестве малых параметров использова­
лись величины: отношение расстояния между основными телами к рас­
стоянию между возмущающим телом и центром масс основных тел -^ -^или

величина v =  эксцентриситет орбит основных тел е ^или величина

в = — ’~2 ^)г наклонение плоскости орбиты возмущающего тела к плоскос­

ти орбиты основных тел is и эксцентриситет орбиты возмущающего тела 
e s. Для системы Земля— Луна— Солнце, где Солнце рассматривается как
возмущающее тело, эти величины имеют значения [3]: —  =  0,00256059,

-V =  0,00553033, е =  0,054900489, е =  —  0,027470960, is =  5°8'43",427 =  
=  0,08980, £s =  0,01678.

Используя эти значения постоянных, а также [л =  0,012116806, для 
элементов матриц решения (10) получим следующие значения:

х^> =  2,3428 cos AjP, =  —  1,2695 cos —  0,5982 sin AjU,

*i3} =  — 0J0 07  sin Aj£>, x ^  =  —  0,1789 cos A xo -(- 1,3797 sin A xd, 

x ^  =  3,1594 cos A ay, x ^  =  —  1,2695 cos A 2o —  1,9037 sin A 2t>, 

xW =  — 3,0073 sin A 2t>, *<°> =  —  1,8120 cos A 2o +  1,2083 sin A 2y, 

x ^  =  —  3,1553 cos (A j +  1) v +  0,7897 sin (A x +  1) v—

— 9 ,7 6 1 6 0 0 8 ^ — \)v  — 3,1936 sin (A x —  l )v ,

=  1,5084 cos (A j +  1) v +  2,1682 sin (A x +  1) v +

~f- 6,1047 cos (A x —  1) v —  3,0175 sin (A* —  1) v,

x ^  =  1,0259 cos (A x '+  1) v -f- 4,0998 sin (A j +  1) v +

+  2 ,2 3 8 5 0 0 3 ^ — 1) v —  6,8421 sin (A x — 1) v, 

xfft =  2,8167 cos (A x - f  1) v —  1,9595 sin (A x +  1) v +

+  2,1150 cos (A x —  1) v +  4,2789 sin (A x —  1) v, 

x ^  =  —  1,8425 cos (A 2 +  1) v +  0,4367 sin (A 2 - f - 1)

+  1,9722 cos (A 2 —  1) v +  1,4778 sin (A 2 —  1) v,

* 3 2  =  0,4772 cos (A 2 +  1) v - j -  1,8024 sin (A 2 +  1) v —

—  l,6 8 2 9 co s (A a— 1) v +  1 ,1543sin (A 2— l)t>,

*33 “  0,8523 cos (A 2 - j - 1) v -f- 3,5962 sin (A a +  1) v —

—  0,0711 cos (A 2 —  1) v -|- 0,0950 sin (A 2 —  1) v,

~x$ =  3,5180 cos (A 3 - f - 1) v —  0,9314 sin (A 3 -f- 1) v —

—  0,0556 cos (A 2 —  1) a —  0,0810 sin (A 2 —  1) v,
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у х =  —  1,0120 cos сос» -f- 1,3381 sin 

y2 =  1,3270 cos (ov -j- 0,4894 siti cav —  0,1924, 

y z =  2,4771 cos (ov +  1,8734 sin e>v, f/4 =  0,9060 cos <ov — 2,4566 sin ©y,

=  0,2991, A 2 == 0,9518, © =  2 (1 —  ns) =  1,8513,

©i,i =  2,1503, © i.—i =  —  1,5522, ©2,1 =  2,8031, ©2 ,- 1  =  — 0,8994.

По элементу x fk_ ltj =  £  (anCQ&a>nv +  bn sin ®av), (i , k =  \, 2; j  =  1 ,2 ,3 , 4)
П

легко определяется элемент x£l, f-

41 / = ] £ ( — cos ©ftu +  an sin ©ny) . (13)

Элементы матрицы X<2> приведены в таблице.

f* Коэффициент при
<u
Sи>
<§

cos sin v cos AfcV v sin AfrV cos coj  ̂ jo sinco£( 10 cos co*, — k

v (2 )  
*11 
J  2) 
*12 
„(2) 
*13 
J2 ) 
*14

0
0

— 1,5546
— 2,8691

— 5,1981
— 3,0756
— 7,6348

4,1369

0
— 1,9493 

— 2,2834 
1,2373

— 7,6348
4,1369

0
0,5830

— 0,7971
— 0,4486
— 1,5717

1,7717

— 0,7309
0,8239
1,7140
0,9646

— 4,5730 
— 0,9088 
— 4,5446 

6,6986

2,9279
— 4,3156
— 7,0981
— 1,4107

1

1

1

1

J2 )
*21
г (2 )
*22
„(2)
*23
J2 )
*24

0

0

0,7325
0

— 23,0785
13,8322

0

— 1,9493

7,6348
— 4,1369

0

— 0,5830

0

— 1,9493 
— 2,2834 

1,2373

0,7309
— 0,8239
— 1,7140
— 0,9646

-0 .7 9 7 1  
— 0,4486 
— 1,5717 

1,7717

— 2,9279
4,3156
7,0981
1,4107

— 4,5730

— 0,9088
— 4,5446

6,6986

1

1

1

1

v(2)*31
г (2)
*32
„(2)
*33
v(2)*34

0
0

1,5546

3,8691

1,6333 
0,9664 
4 ,8946 

— 1,9667

0
2,9493
4,6590

— 1,8720

4,8946 
— 1,9667 

0

— 2,8073

— 0,2521
— 0,2288
— 0,8401

0,7588

— 0,2997
0,2707
0,7067

0,6415

247,3695
— 23.2670

121,8652
— 180,0915

— 135,4937
200,2316
222,4882

— 20,9268

2
2
2
2

v(2)*41
*.(2)'
*42
у (2)
*43
J2 )
*44

0
0

— 2,3313
0

2,6930
— 2,0662

0

2,9493

— 4,8946
1,9667
0

2,8073

0

2,9493
4,6590

— 1,8720

0,2997
— 0,2707
— 0,7067

— 0,6415

— 0,2521

— 0,2288
— 0,8401

0,7588

135,4937
— 200,2316
— 222,4882

20,9268

247,3695
— 23,2670

121,8652
— 180,0915

2
2
2
2

Оценка членов более вы соких степеней относительно малых пара­
метров показывает, что лю бой из них (за исключением двух) не пре­
вышает 1-^2%  нулевого приближения Х<°>. Следовательно, учитывать 
эти члены нецелесообразно, ибо точность получаемого решения прак­
тически не изменяется, а аналитическая структура решения становится 
на много сложнее. Упомянутые, как исключение, два члена имеют д о ­
статочно большие коэффициенты и потому их учет обязателен. Эти 
члены учитываются путем введения в решение (10) матриц Х<3> и Х<4>.

х  =  (Х<°> +  eXd) +  vX<2> +  v2X (3) +  veX<4>)'C +  vy. (14)

Для системы Земля— Луна— Солнце элементы матриц Х (3) и Х<4> имеют 
вид:
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=  8213,11 cosco2,- iu  —  4490,55sinco2,_ io , x<$ =  —  763,12cos<o2,_ io  +  

+  6653,24sin co2t_ io , x<$ =  4038,85cosco2,_ io  +  7387,01 sinco2l_ io , 

x f )  =  —  5984,03cos<o2)_ io  —  686 ,36sinco2l_ io , *£> = 4 8 5 ,9 4 cos(co2, _ i + l ) o —  

— 607,64 sin (<d2,_ i  f  l ) o ,  = — 442,10cos(©2,_ i+ l)u + 1 7 4 ,2 5  sin(co2,_ i + l ) o ,

=  — 61,12 cos (co2l —i -j- l ) o  — 48,88 sin ( o 2f_ i  +  l ) o ,  

x $  =  17,53 cos (to2,_ i  +  1 )0  +  44,47 sin(co2,_ i  +  1) o,

элементы x $ , x $ , x $ ,  x $  (i =  3; 4) определяются по правилу (13), осталь­
ные элементы матриц Х (3) и Х (4) равны нулю.

На рис. 1 представлены резуль­
таты вычислений по формуле (14) 
и результаты численного интегри­
рования полной системы уравнений 
(2) (при es= 0 )  методом Рунге— Кут- 
та с переменным ш агом, проведен- , 
ного на электронной вычислительной -0;05 
машине. Начальные условия —  ну­
левые, т. е. при о = 0  x i = x 2= x 3= x 4 =
= 0 . На рис. 2 приведены результаты 
аналогичных вычислений для е = 0  
( е = 0 )  и es= 0 ,  т. е. для дваж ды 
круговой дваж ды  ограниченной за­
дачи четырех тел. Рис. 1. Траектории движения при еф О ,

es = 0

Рис. 2. Траектории движения при l = t s — 0

Теоретические результаты хорош о согласую тся с результатами 
численного интегрирования на интервале времени до 1— 1,5 лунных 
месяца для эллиптическо-круговой (еф О , es —0 ) и д о  2,5— 3 месяца
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для дваж ды  круговой (e =  es= Q ) дваж ды  ограниченной задачи четырех 
тел. Для больших интервалов времени согласование результатов менее 
уверенное, что объясняется главным образом  неучетом нелинейных 
членов в решении (14 ).
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